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PREFACE 



Pourquoi? 

Encore un livre de resistance de materiaux! Oui car, 
d'une part comme discipline de base de plusieurs 
branches de technologie, la resistance des materiaux 
(RDM) evolue constamment en fonction des 
developpements dans le domaine theorique de la 
mecanique des solides, le domaine experimental des 
materiaux (technologie des materiaux) ainsi que 
l'aspect numerique impose par le progres rapide de 
l'informatique, et d'autre part, elle doit repondre aussi a 
un besoin exige par une ingenierie de plus en plus 
performante. 

Quoi? 

Cet ouvrage comporte les notions fondamentales de 
la RDM. Chaque chapitre contient un resume consistant 
du cours empli d'illustrations et d’ applications suivi 
d'une serie d'exercices de degre de difficulte variee. 
Certains exercices ont ete integralement reproduits des 
nombreux ouvrages de la RDM et d'autres ont ete 
l'oeuvre propre de l'auteur. Des sujets d'examens 
terminent cet ouvrage avec des propositions de 
solutions detaillees. 

Comment? 

L'enseignement de cette matiere, comme le temoigne 
la plupart des programmes et supports de cours, traitent 
surtout les techniques de calcul de resistance de rigidite 
ou de stability des elements des structures au detriment 
d'autres aspects aussi important comme l'optimisation 
et la conception. La resistance des materiaux est reduite 
done a l'enseignement des methodes de calcul de 
structures, au moment ou la majorite des etudiants, 
techniciens et ingenieurs utilisent des logiciels et 
programmes de calcul pour l’analyse des structures. 




Cet ouvrage se distingue par une presentation 
pragmatique du sujet, qui accentue l'aspect pratique de 
chaque notion en mettant en evidence ses usages dans 
la conception des elements et des structures. 

Pour qui? 

Un support aux etudiants debutants le cours de la 
RDM. 

Un moyen offert aux enseignants et formateurs pour 
une meilleurs efficacite de l'enseignement de cette 
matiere. 

Merci ... 

Nombreux sont ceux qui ont apporte leur aide a la 
realisation de cet ouvrage en particulier R. Bahar et 
C. Cherfa. Qu'ils veuillent bien trouver ici un signe de 
reconnaissance. 



L'auteur 




iii TABLE DES MATIERES 



TABLE DES MATIERES 

Preface i 

Table des matieres ii 

Chapitre : 1 INTRODUCTION ET GENERALITE S 

1 . 1 Introductions et hypotheses 1 

1.2 Unites 2 

1 .3 Convention de signe des axes 3 

1 .4 Reactions d'appui 4 

1.4.1 Appui simple 4 

1.4.2 Appui double 4 

1.4.3 Encastrement 4 

1.5 Forces 5 

1.5.1 Composition des forces 5 

1.5.2 Moment des forces 6 

1 .6 Application 7 

Exercices 9 

Chapitre : 2 CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUE DES FORMES 

2.1 Generalites 11 

2.2 Caracteristiques cartesiennes 11 

2.2.1 Centre de gravite 11 

2.2.2 Moment de statique 12 

2.2.3 Moment quadratique 13 

2.2.4 Moment d'inertie polaire 14 

2.2.5 Produit d'inertie (moment d'inertie centrifuge) 15 

2.3 Formules de transformation des moments d'inertie 15 

2.3.1 Translation d'axes 15 

2.3.2 Rotation d'axes 17 

2.4 Moments d'inertie principaux 17 

2.5 Representation geometrique des moments d'inertie 18 

2.6 Application 19 

Exercices 21 

Chapitre: 3 ETUDE DES EFFORTS INTERNES 

3 . 1 Generalites 23 

3.1.1 Effort normal 24 

3.1.2 Effort tranchant 24 

3.1.3 Moment flechissant 24 

3.1.4 Moment de torsion 24 

3.2 Methode des sections 25 

3.3 Diagrammes des efforts et des moments 25 

3.3.1 Les zones des efforts internes dans une poutre 25 

3.3.2 Relations differentielles entre les charges et les efforts.... 26 

3.3.3 Construction des diagrammes des efforts 27 

3.3.4 Trace des diagrammes pour portiques isostatiques 28 




Table des matieres |v 



3.3.5 Trace des diagrammes pour poutres curvilignes 28 

3.4 Applications 28 

3.4.1 Poutre simple rectiligne 28 

3.4.2 Portique isostatique simple 30 

3.4.3 Poutre simple curviligne 31 

Exercices 35 

Chapitre: 4 ETATS DE CONTRAINTES ET DE DEFORMATIONS 

4 . 1 Introduction 38 

4.2 Notion de contrainte 38 

4.3 Contraintes dans une section normale 39 

4.3.1 Equations de transformation de l'etat de contrainte lineaire.40 

4.3.2 Equations de transformation de l'etat de contrainte plan 40 

4.4 Etude graphique des contraintes (cercle de Mohr) 44 

4.5 Relations entre les contraintes et les deformations relatives 45 

4.5.1 Loi de Hooke generalisee 45 

4.6 Equations de transformation des deformations 47 

4.7 Mesure des deformations (extensiometrie electrique) 48 

4.8 Applications 49 

Exercices 51 

Chapitre: 5 CRITERE DE RESISTANCE 

5 . 1 Introduction 54 

5.2 Courbe de contrainte-deformation 54 

5.3 Contrainte admissible 56 

5.4 Theories fondamentales de la resistance 57 

5.4. 1 Critere des contraintes normales maximales 57 

5.4.2 Critere de deformation lineaire relative maximale 57 

5.4.3 Critere des contraintes tangentielles maximales 58 

5.4.4 Critere de l'energie potentielle specifique dela 

modification de la forme 58 

5.4.5 Critere de Coulomb-Mohr 58 

Chapitre: 6 TRACTION ET COMPRESSION 

6.1 Introduction 59 

6.2 Deformation des barres en traction et compression 59 

6.3 Sollicitations dues a la variation de temperature 60 

6.4 Systemes de barres isostatiques 61 

6.5 Systemes de barres hyperstatiques 62 

6.5.1 Application 63 

Exercices 65 

Chapitre: 7 FLEXION 

7. 1 Generalites 68 

7.2 Contraintes normales en flexion 69 

7.3 Calcul de resistance en flexion 71 

7.4 Applications 71 

7.5 Contraintes tangentielles en flexion 73 

7.5. 1 Poutre a section rectangulaire 75 




V TABLE DES MATIERES 



7.5.2 Poutre a section circulaire 75 

7.5.3 Poutre a section triangulaire 76 

7.6 Calcul de resistance en flexion simple 76 

7.7 Application 76 

Exercices 78 

Chapitre: 8 CISAILLEMENT 

8.1 Generalites 80 

8.2 Calcul des contraintes de cisaillement 80 

8.3 Etat de cisaillement pur 81 

8.4 Calcul de resistance en cisaillement pur 81 

8.5 Application 82 

Exercices 84 

Chapitre: 9 TORSION 

9.1 Generalites 85 

9.2 Contraintes et deformations d'une barre cylindrique 85 

9.3 Torsion des barres de section rectangulaires 87 

9.4 Calcul de resistance a la torsion 88 

9.5 Application 88 

Exercices 91 

Chapitre: 10 SOLLICITATIONS COMPOSEES 

10.1 Introduction 93 

10.2 Flexion deviee 93 

10.2.1 Calcul de resistance a la flexion deviee 95 

10.2.2 Application 1 95 

10.2.3 Application 2 96 

10.3 Flexion composee 97 

10.3.1 Flexion composee avec traction ou compression 97 

10.3.2 Traction et compression excentrees 98 

10.3.3 Verification a la resistance 100 

10.3.4 Application 100 

Exercices 103 

Chapitre: 11 STABILITE DES BARRES ELASTIQUES 

COMPRIMEES (FLAMBEMENT) 

11.1 Generalites 105 

1 1.2 Equilibre elastique (stable et instable) 105 

1 1.3 La charge critique d'une barre comprimee 106 

1 1.3.1 Longueur effective (Influence des conditions de fixation) 108 

1 1.3.2 Contrainte critique de flambement 109 

1 1.4 Calcul a la stabilite Ill 

1 1.5 La forme rationnelle pour les sections transversales des barres 

comprimees 112 

11.6 Applications 113 

Exercices 116 




Table des matieres v| 



Chapitre: 12 SYSTEMES EN TRE1LL1S 

12.1 Generalites et definitions 118 

12.2 Etude cinematique des systems en treillis 119 

12.3 Etude des systemes en treillis 121 

12.3.1 Methode des sections 121 

12.3.2 Methode des noeuds 121 

12.3.3 Applications 122 

12.3.4 Methode graphique de "Cremona" 123 

12.3.5 Application 124 

Exercices 126 

Chapitre: 13 DEFORMATIONS FLECH1ES 

13.1 Generalites 128 

13.2 Equations differentielles de la ligne elastique 128 

13.3 Methode d'integration directe de la ligne elastique 130 

13.3.1 Applications 130 

13.4 Methode de la poutre conjuguee (fictive) 133 

13.4.1 Applications 134 

13.5 Methode des parametres initiaux 136 

13.5.1 Applications 137 

13.6 Superposition des deformations 138 

Exercices 139 

Chapitre: 14 POUTRES HYPERSTATIQUES 

14.1 Introduction 141 

14.2 Methodes de resolution 141 

14.2. 1 Methode des parametres initiaux 142 

14.2.2 Methode de la poutre fictive 143 

14.3 Poutres droites continues hyperstatiques 143 

14.3.1 Application 145 

Exercices 148 

Problemes d'examens 150 

Solutions 186 

Bibliographic 280 




Chapitre 1 

INTRODUCTION ET GENERALITES 



1.1 DEFINITIONS ET HYPOTHESES 

La resistance des materiaux ou la mecanique des materiaux est une branche 
de la mecanique appliquee servant a etudier le comportement des corps solides 
sous Taction des differents types de charges. La resistance des materiaux traite 
non seulement les methodes d'ingenieurs employees pour le calcul de la capacite 
des structures et de ses elements a supporter les charges qui leurs sont appliquees 
sans se detruire, ou se deformer appreciablement, mais aussi a presenter les 
criteres de base pour la conception des structures (forme, dimensions,...) et 
l'utilisation des materiaux dans les meilleurs conditions de securite et 
d'economie. 

La resistance des materiaux est basee sur les resultats theoriques de la 
mecanique et les proprietes des materiaux qui ne peuvent etre disponibles qu'a 
travers les resultats des travaux experimentaux comme le temoigne Thistoire du 
developpement de la resistance des materiaux qui constitue une combinaison 
fascinante de la theorie et Texperience [1]. 

Les limites de la resistance des materiaux sont celles imposees par ses 
hypotheses memes. Les disciplines connexes telles que la theorie d'elasticite, de 
la plasticite ou la methode des elements finis se liberent de certaines de ces 
contraintes. 

Les principals hypotheses de la resistance des materiaux sont les suivantes: 

L'homogeneite, Tisotropie et la continuite du materiau: On suppose que 
le materiau possede les memes proprietes elastiques en tous les points du corps, 
dans toutes les directions en un point quelconque du corps, et que le materiau est 
assimile a un milieu continu. 

L'elasticite et la linearite du materiau: On suppose admet qu'en chaque 
point contraintes et deformations sont proportionnelles et qu'apres deformation, 
Telement revient a son etat initiale. 
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La petitesse des deformations : les deformations dues aux charges sont 
negligeables par rapport aux dimensions des elements et la configuration 
geometrique reste inchangee. 

Hypothese des sections planes (hypothese de Navier-Bernoulli): Les 
sections droites restent planes et normales a la fibre moyenne au cours de la 
deformation. 

Hypothese de Saint Venant : Tous les efforts qui interviennent dans la 
theorie peuvent etre schematises par leur torseur resultant. 

Ces hypotheses simplificatrices conduisent a des solutions approchees qui 
permettent en general une bonne approximation du comportement des structures 
soumises a differents types de charges. 

Les notions de la resistance des materiaux etudiees dans cet ouvrage et les 
relations entre elles sont schematisees dans la Fig. 1.1. L'action exterieure est 
caracterisee par les differents types de forces connues agissant sur une structure 
ou un element de structure defini par ses caracteristiques geometriques et 
mecaniques. Pour une structure isostatique, les efforts internes sont determines 
directement en utilisant les equations de la statique. Par contre pour une structure 
hyperstatique, il est necessaire de faire intervenir les deformations de la structure 
pour determiner les reactions. L'effort interne qui agit au niveau d'une section 
d'un element de structure peut-etre decompose en effort normal de traction ou de 
compression, moment flechissant, moment de torsion, effort tranchant ou une 
combinaison de ces sollicitations. A partir de ces efforts internes, nous pouvons 
obtenir des informations sur la repartition des contraintes et des deformations 
dans la section droite. Les valeurs extremes de ces contraintes et deformations 
sont les mesures de base des criteres de resistance, de rigidite ou de stabilite pour 
verifier ou dimensionner les elements des structures. 

1.2 UNITES 

Les unites de mesure utilisees sont principalement celles du systeme d'unites 
international (SI); pour des raisons de commodite le systeme d'unites technique 



(MKS) est parfois utilise 






Unite 


SI 


MKS 


Longueur (le metre) 


m 


m 


Masse (le kilogramme) 


kg 


kgf = ION 


Temps (la seconde) 


s 


s 


Force (le Newton) 


N,kN 


2; 

O 

II 

6D 

M 

m 

o 

II 


Contrainte 


N/mm 2 


1 bar = kgf/cm 2 = 0.1 N/mm 2 


Travail (Joule) 


J = N.m 


kgf .m = 10 J 
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Fig. 1.1 

1.3 CONVENTION DE SIGNE DES AXES 

Generalement on utilise le systeme Cartesien ou rectangulaire pour toutes les 
structures. Cependant, pour les structures en arc, le systeme polaire s'avere plus 
pratique. Le premier ayant les axes OX, OY et OZ mutuellement 
perpendiculaire. Les sens positifs des ces axes obeissent a la regie de la main 
droite. Comme indique ci-dessous (Fig. 1.2), on choisit les sens positifs de deux 
axes X et Y par exemple, le sens positif de l'axe Z est suivant la direction d'un 
vis toumant de l'axe X vers l'axe Y. 




x 



Fig. 1.2 



x 
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1.4 REACTION D'APPUI (Efforts de liaison) 

Une structure est reliee au monde exterieur par un certain nombre de liaisons. 
Une liaison impose des conditions cinematiques en un point. Pour maintenir ces 
liaisons, il faut exercer des efforts de liaison qui sont des inconnues du probleme. 
Les liaisons dans le plan sont de 3 sortes: 



1.4.1 Appui simple 

Ce type d'appui materialise par la Fig. 1.3, 
laisse a la structure toute liberte de pivoter 
autour de O (extremite de la poutre) et de se 
deplacer perpendiculairement a la droite 
joignant les points de contact. Si on neglige 
les frottements, la reaction d'appui a la 
direction de la droite precitee, et introduit une 
seule inconnue dans l'etude de la poutre. 

1.4.2 Appui double (articulation) 

Materialise par une rotule (Fig. 1.4) cet 
appui autorise les rotations d'une extremite de 
la poutre ou d'un des elements constituant la 
structure. La direction de la reaction R est 
inconnue, mais la ligne d'action passe par le 
centre de l'articulation. 

L'articulation introduit 2 inconnues, par 
exemple les projections sur deux directions du 
plan moyen. 

1.4.3 Encastrement 

L'encastrement schematise sur la Fig. 
1.5 interdit tout deplacement de la section 
droite de l'appui. Sa reaction est une force de 
densite variable repartie sur toute l'etendue de 
la section. En vertu du principe de Saint 
Venant, ces forces peuvent etre remplacees 
par leur resultante generate R, et leur moment 
M rapportes au centre de gravite G. Ce type 
d'appui introduit done 3 inconnues, les deux 
projections de R sur deux axes du plan moyen 
et l'intensite du moment M qui est 
perpendiculaire au plan moyen. 




\ 



Fig. 1.3 



x 



Fig. 1.4 
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1.5 FORCES 

La force est une grandeur dirigee (Fig. 1.6). 
Elle est done representee par un vecteur et 
definie par: 

- Son point duplication 

- Sa direction ou support 

- Son sens 

- Son intensite 




Fig. 1.6 



Dans un repere Cartesien une force F est 
definie par une intensite F et des angles a, |3 et y 

que F forme avec les axes X, Y et Z. Les 

projections de F suivant ces axes sont les 
composantes de cette force. Conime le montre la 
Fig. 1.7, F x = F cosa, Fy = FcosP et 

F z = F cosy. Ces composantes qui determinent 

— > 

completement l'intensite et la direction de F sont 
souvent representees sous la forme matricielle 
par: 



Z 

Fz 



Fy 



A 

X 



Fx 



Fig. 1.7 



Y 



F = 



F x 

F y 

F 



Cette matrice colonne est appelee le vecteur force. 



1.5.1 Composition des forces 

Soient F j, F 2 , ■■■, F n definies par: 





— > 


1 

<N 

1 




F xn 


F y t 


f 2 = 


F y2 


F n = 


Fyn 


F z i_ 




f z2 _ 




F ,n_ 



Ou F x j=Fjcosaj, Fyj=FjcosPj, F z j=Fjcosyj, F x 2 = F 2 cosa 2 ...etc. 
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Le vecteur F resultant est la sornme de ces n vecteurs forces: 



F 



Fi + F 2 + .... + F n = 



F x\ + F x2 + " 


■ + F xJ 




F y\ +F y2+- 


■■ + F yn 


= 


_ F z\ + F z2 + ■ 


■■ + F zn _ 





IX 

IX, 

IX, 



x 




i 

<N 

X* 

1 




F xn 




+ 


F y2 


+ ... + 


F yn 


X 




_ F :2 _ 




_ F n_ 



1.5.2 Moment des forces 



Le moment de F j par rapport a un 

axe, X par exemple, est la somme des 
moments de ses composantes par 
rapport a cet axe. 

Si le point d'application de Fj est 
defini par (xj, yj, zj) (Fig. 1.8) on a: 

Le moment de F j par rapport a l'axe X 

M x = F z iyi - Fyl z l 

Le moment de F 1 par rapport a l'axe Y 



Fzl 



Fyl 



> 

TxT 



(xl,yl,zl) 



Y 



X 



Fig. 1.8 



My F x jzj F z jxj 



Le moment de F 1 par rapport a l'axe Z 



Mz Fyjxj F x jyj 

Sous sa forme vectorielle le moment Mj s'ecrit: 





X," 




X 


1 

X 

X 

1 


M\ = 


Xi 


= 


F xl Z l 


Xi*i 




X 1_ 




_ F yl*l 


-x_ 



La somme de n moments Mj , M 2 , ... M n est : 





xr 






M = M,+M,+... + M = 

12 n 


X 


+ ... = 


IX, 




X 1_ 




IX 
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1.6 APPLICATIONS 



Exemple 1 

Soit un repere orthonorme XOY dans 
le plan. Determiner la force resultante et le 
moment resultant par rapport a O des 
forces F j et ¥ 2 - 

Solution: 

On determine les composantes de la 
force resultante: 



Yj 


✓ 

F2= 100N 
') 45 > 




2 


-1 


7 30 








FI =50N 



Fig. 1.9 



F = £F . =100cos(45) + 50cos(30) 

X XI 

F =114.N 
x 

F =XF . =100sin(45)-50sin(30) 
F = 45. 7N 

y 

Le moment resultant par rapport a O: 



M, 0 = 2X Y , + FA. 

M /o = 2 x 50 sin(30) -1x50 cos(30) = 6. 7N. m 



Exemple 2 

Quel est le module minimal de F 2 et 
Tangle correspondant pour que le 
moment resultant par rapport a O soit 
nul? 

Solution: 

Le moment resultant par rapport a O : 

M, 0 =2 F xi Y ,+F»,X, 



F2 



Yi 



FI =5 

-■r- 

aT 30 



X 



Fig. 1.10 
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En supposant que le sens positif du moment est le sens trigonometrique, pour 
9 > n le moment resultant s'ecrit: 

M /o = 2 x F 2 sin0 - 1 x 5cos30 + 2 x 5 sin 30 = 0 

_ 5(cos30-2sin30) 

2 2 sin 0 

Pour que le module de F 2 soit minimal, il faut que sinG soit maximal: 

sin0 = 1 => 0 = 7 x/ 2 + ku 
et conime 9 est suppose > 71 
=> 0 = 3 k /2 
d'ou F 2 = 0.33 N 




Introduction et Generalites 
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EXERCICES / chapitre 1 



1.1 Determiner les composantes F x 
et Fy de chacune des trois forces F j , 
F 2 , et F 3 . 

Trouver la valeur de la resultante 
de ces forces et l'angle entre cette 
resultante et l'axe yy'. 

Fj = 100 N, a = 36.86° 

F 2 = 200 N, a = -110° 

F 3 = 300 N, a = 125° 

S80N, 60 N, -68.4 N, -187.9 
-172.1 N, 245.7 N, 199.1 N, -36.3° 

1.2 Determiner le module 
minimal et l'angle correspondant 
d'une force appliquee au point ( 0 , 1 ) 
pour que le torseur des moments par 
rapport au point O soit nul. 

S 13.23 N, 0 = n (parallele a 
l'axe ox) 




Fig. E1.2 



1.3 Soit une structure a 3 
dimensions soumise au chargement 
represente par le torseur force defini 
dans un repere cartesien, dont 
l'origine coincide avec le centre de 
gravite de la structure, par: 

Fj = 10 1 , a = 120°, p= 45°, 0 = 30°, 
Ai (1,0,0) 

F 2 = 20 1, a = -110°, (3= 45°, 0= 30°, 

a 2 (0,1,0) 

F 3 = 8 t, a = 60°, p = 30°, 0 = 90°, 

A 3 (0,0,1) 

a, P, 0 etant les angles que Fj 

forme respectivement avec les axes 
xx', yy', et zz', et Aj les points 

d'application des forces. 

Determiner les composantes du 
vecteur force resultant et moment 
resultant. 

✓ R=(-7. 84,28. 1,25.96) 

M=(10.4, -4.66, 13.91) 

1.4 Determiner les composantes 
de la reaction resultante des forces 
agissant sur le systeme de poutres 
rigides de la Fig. El. 4, et le moment 
resultant de toutes les forces par 
rapport au point O. 

>4 R=(7.07, 32.07) kN, 

M /o = 17.07 kN.m 
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2 m 1 m 1 m 



Fig. E1.4 

1.5 Calculer la resultante des 
forces et du moment du systeme de 
la figure El. 5 et determiner les 
points d’ intersection de la ligne 
d’ action de la resultante avec AB et 
CB. 



✓ R = 9.16 kN; 0.47 m de B 
sur AB et 1.35 m de B sur CB 




1.6 Calculer le moment 
additionnel a la base d’un poteau de 
4.5 m de hauteur, que provoque une 
deviation a de 2° . 



✓ 113.07 kNm 




Fig.E1.6 




0.8 m 0.8 m 



Fig.E1.5 




Chapitre 2 



CARA CTERISTIQ UES GEOMETRIQUES 
DES FORMES 



2.1 GENERALITE S 

La variete des formes des sections transversales des elements utilises dans les 
constructions n'est pas un fait du hasard. Dans la plupart des cas ces formes ont 
ete developpees pour repondre a des criteres de resistance, de rigidite ou de 
stabilite. Ce chapitre etudie les principales caracteristiques des sections planes, 
leurs methodes de calcul et leurs proprietes vis a vis les differents cas de 
sollicitations. 



2.2 CARACTERISTIQUES CARTE SIENNES 



2.2.1 Centre de gravite 



On appelle centre de gravite d'une section 
le point a travers lequel si on applique une 
force, elle resulte en une pression uniforme 
sur toute la section. Les coordonnees du 
centre de gravite G(Yq,Zq) d'une section 

homogene (S) (Fig. 2.1) sont donnees par les 
relations: 








Fig. 2.1 







( 2 - 1 ) 



y et z etant les coordonnees de l'aire elementaire ds. 
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Ces integrates peuvent etre evaluees analytiquement si le contour de la 
section est exprime par des expressions mathematiques simples. Si par contre le 
contour est une courbe irreguliere, on precede dans ce cas par les methodes 
numeriques. La methode la plus simple consiste a discretiser la section en 
elements de surface Sj et faire la su mm ation comme suit: 



Y 

0_ TY 

z S 7,s ' 

L s . 

Les expressions (2-2) tendent vers les 
solutions exactes quand les Sj couvrent 

completement l'aire de la section. 

2.2.2 Moments statiques 



( 2 - 2 ) 



z 1 
z 2 




Fig. 2.2 



On considere l'aire d'une section (S) dans le plan defini par le systeme d'axe 
YOZ (Fig. 2.1). On appelle les moments statiques de l'aire (S) par rapport aux 
axes OY et OZ les quantites: 



S 



y 




S 



z 




(2-3) 



Par analogie avec le moment d'une force par rapport a un axe quelconque, le 
moment statique de l'aire d'une section par rapport a un axe situe dans son plan 
est egal au produit de la surface de la section par la distance de son centre de 
gravite a l'axe considere. 

Enutilisant les equations (2-1), (2-3) deviennent: 



s y - S . Zq 

s z = s.y g 



(2-4) 



Pour les surfaces complexes discretisees en n aires simples, les moments 
statiques par rapport aux axes Oy et Oz seront respectivement egaux a: 
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Sy — y Sl z, 
i=l 

( 2 - 5 ) 

n 

S z =Es iyi 

i=l 



Remarque'. Le moment statique d'une surface par rapport a un axe passant par 
son centre de gravite est nul. 

2.2.3 Moments quadratiques (moments d'inertie des sections) 



On appelle moment quadratique l'integrale des produits des aires 
elementaires par le carre de leurs distances a partir de l'axe considere, ainsi, les 
moments d'inertie d'une surface (S) quelconque par rapport a OY et OZ sont les 
suivants: 



I Y = 



h _ 



JP ds 

JI y2ds 



( 2 - 6 ) 



Les moments d'inertie par rapport aux axes passant par le centre de gravite de 
la section sont des moments centraux. 

Le moment d'inertie de la section represente la capacite de la section a 
s'opposer a la deformation laterale, comme le montre l'exemple d'une feuille 
reposant sur deux 
appuis dont la 
deformation sous son 
poids propre est 
nettement plus 

importante que quand 
elle est pliee en forme y . 

de U, car le moment • 

d'inertie I z de la forme mm. "mm. 

en U est plus grand que p^g 2.3 

celui de la section 

rectangulaire. 
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En utilisant les equations generates (2-6), on peut determiner les moments 
d'inertie d'une section quelconque quand on 
puisse exprimer les termes y, z et ds par des 
expressions analytiques. Pour une section 
triangulaire par exemple on a: 



b(z) = ^(H-z) 
H 



ds = b(z)dz 



I Y = JJz 2 t/s = ^jz 2 (H - z)dz - 



H 



(2-7) 



( 2 - 8 ) 



B1I 
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(2-9) 



2.2.4 Moment d'inertie polaire 

On appelle moment d'inertie polaire d'une 
surface (S) par rapport a un point donne (pole O) 
l'integrale des produits des aires elementaires par 
le carre de leurs distances r a partir du pole. II 
represente la capacite de la section a s'opposer 
aux deformations angulaires sous l'effet de la 
torsion. 




Fig. 2.5 



J P = \\f~ ds = JJV + y 2 )ds = i z + i y 



( 2 - 10 ) 



De l'equation (2-10), il en resulte que le moment d'inertie polaire par rapport 
a un point est la somme des moments d'inertie par rapport a deux axes 
orthogonaux passant par ce point. 



Exemple : moment polaire d'un cercle: 

=JI rIds 

d/2 ,4 

I = [ 2^r 3 dr = 

J 32 




o 



Fig. 2.6 
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2.2.5 Produit d'inertie (moment d'inertie centrifuge) 

On appelle moment produit, l'integrale des produits des proprietes des aires 
elementaires par leurs distances comptees a partir des axes de coordonnees z, y : 

I Y7 - || yzds (2-13) 



Remarques: 

- Les moments d'inertie quadratiques et polaire sont toujours positifs 

- Selon la disposition des axes, I ZY peut etre positif, negatif ou nul. 

- En chaque point d'une aire plane, il existe deux axes orthogonaux par 
rapport auxquels le produit d'inertie est nul (Iy Z = 0). Les deux axes ainsi definis 

sont appeles axes principaux d'inertie. 

- Les axes sont principaux quand l'un des axes au moins constitue un axe de 
symetrie de la section. En effet, en raison de symetrie le produit d'inertie est nul 
par rapport a cet axe qui est done une direction principale, la seconde etant 
necessairement orthogonale. 



2.3 FORMULE DE TRANSFORMATION DES MOMENTS D'INERTIE 

Les moments d'inertie d'une section varient selon la disposition des axes 
par rapport auxquels ces moments sont calcules. Deux types de transformations 
seront etudiees : translation et rotation d'axes. La variation des moments d'inertie 
par rapport a un systeme d'axes quelconques, est determine a l'aide d'une 
combinaison de deux transformations partant d'un systeme d'axe central. 



2.3.1 Translation d'axes Z1 


z 1 






Les formules definies ci-dessous zl 


y z 


ds 


permettent la determination des moments 








d'inertie par rapport a des axes Y j , Zj 


G 


y 




paralleles a des axes centraux Y, Z dont les 








moments sont supposes connus. 









01 a yl Y1 



I 



yz 





(2-14) 



Fig. 2.7 



Les moments par rapport a Y | , Z | : 



I* = 





(2-15) 



La translation des axes est exprimee par : 
y x =y + a z l = z + b 



(2-16) 
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En substituant y | et zj par leurs valeurs dans l'equation (2-15) 
On obtient : 



Izi = Jj cj 7 + a) 2 ds 


(2-17) 


= j*j*(y 2 +2 ay + a 2 )ds 


(2-18) 


— y 2 ds + 2a yds + a 2 

J Js J Js J J . S' 


(2-19) 


Conime les moments statiques de l'aire par rapport aux axes 
nuls, le terme 


centraux sont 


2 a = j*j* yds - 0 


(2-20) 


et 






(2-21) 


a 2 JJ ds = a 2 S 


(2-22) 


Par consequent: 




I z \ —I z +a 2 S 


(2-23) 


On aurait de meme: 




Iyl =Iy+b 2 S 


(2-24) 


?y lZl - Iyz + ahS 


(2-25) 



D'oii le theoreme d'Huygens: 

1- "Le moment d'inertie d'une surface par rapport a un axe quelconque est 
egal au moment d'inertie de cette surface par rapport a l'axe parallele passant par 
le centre de gravite, augmente du produit de l'aire par le carre de la distance 
mutuelle des deux axes". 

2- "Le moment d'inertie centrifuge par rapport a un systeme d'axes 
orthogonal est egal au moment d'inertie centrifuge par rapport au systeme d'axes 
centraux paralleles aux axes donnes plus le produit de l'aire de la section par les 
coordonnees de son centre de gravite dans le nouveau systeme d'axes. 
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2.3.2 Rotation d'axes 

Les moments et produits d'inertie 
sont supposes connus dans le systeme 
d'axes OYZ. Les moments et produits 
d'inertie par rapport au systeme d'axes 
OY | Z | obtenu par une rotation a des axes 
initiaux sont donnes par: 




I 



y\ 



-cos 2 a -I vz 

2 • 



sin 2a 



Fig. 2.8 



(2-26) 



/. 

1 2 



Iy ~I Z 

— cos 2a 



■/sin 2a 



(2-27) 



Iy~I z 

I y ]Zt = • sm2 a + I yz cos 2a 

En ajoutant les equations (2-26) et (2-27) terme a terme, on obtient : 



(2-28) 



/„+/,=/* +7^ 



(2-29) 



I p I p j 



2.4 MOMENTS D’INERTIE PRINCIPAUX 

Les equations de transformations expriment les variations des moments 
d'inertie en fonction de l'angle de rotation a. Les valeurs maximales et minimales 
sont particulierement recherchees. Ils correspondent a un moment d'inertie 
centrifuge / 7Z = 0 . 

On obtient ainsi l'orientation des axes principaux: 

^ 2 a 0 =- TZT (2 ' 30) 

1 y 1 z 

Les valeurs des moments d'inertie principaux peuvent etre obtenues a partir 
des formules generates si l'on y pose a = a 0 . 



h=-^ 



f Iy~h 



vz 



(2-31) 
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I --2L 
1 2 ~ 



h’- 1 . 



\2 



+ 1 






(2-32) 



2.5 REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES MOMENTS D'lNERTIE 
(CERCLE DE MOHR) 



Probleme direct : 

I y ,I z ,I yz connus ; l x ,l 2 ,ct inconnus. 

- On choisi un systeme de coordonnees orthogonal O I yz ,I yz et une echelle 
adequate 

- On construit A (Iy, Iy Z ) et B (I z , -Iy Z ) 

- On relie AB (diametre qui coupe l'axe O Iy z en C). 



Le rayon du cercle est: AC = BC = 






yz 



- On trace le cercle qui coupe les abscisses en A' et B' 

- On mesure les distances OA' et OB' et on obtient Ij et I 2 



- On mesure l'angle ACA' = 2 (Iq 



Probleme indirect: 

I y , I z , I yz connus ; Ij ,l 2 ,oc inconnus. 

- On choisit le systeme de coordonnees O I y Z ,I 

- On porte sur l'axe des abscisses, en echelle requise, OA' et OB' 

- On localise le centre du cercle C: B'C = A'C = ^-(1, -I 2 ). 

- On trace le cercle de rayon A'C. 

- On determine le point A d'un angle A'CA = 2aq et le point B 
diametralement oppose 
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- On obtient les valeurs de I y ,I z ,I yz en projetant A et B sur les axes. 




Iz,Iy 



2.6 APPLICATION 

Determiner les moments d'inertie principaux et centraux de la section en 
forme de L ci- des sous. 



Sj = 10 cm Zi = 5 cm Yi = 0.5 cm 



J 1 



I zl = 83.33 cm 4 I yl = 0.83 cm 4 

S 2 = 9 cm Z 2 = 0.5 cm Y 2 = 5.5 cm 

I z2 = 0.75 cm 4 I y2 = 60.75 cm 4 
Les coordonnees du centre de gravite sont: 




Z G = 



Y G = 



10x5 + 9x0.5 

19 



Es, Zl 

Is, 

I.S.Y, _ 10x0.5 + 9x5.5 

Is. " 
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= 2.87 cm 



= 2.87 cm 



Les distances entre les centres de gravite locaux et le centre de gravite de la 
section sont: 



ai = zi - Zq = 2.13 cm a 2 = Z 2 - Z q = -2.37 cm 



b 1 = y 1 - Y G = -2.37 cm b 2 = Y 2 - Yq = 2.63 cm 
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Les moments d'inertie centraux par rapport aux axes paralleles a OY et OZ: 

I z = ^I zi +S;af = 83.33 + 0.75 + 10 x (2.13) 2 + 9 x (-2.37) 2 = 180 cm 4 

l y = ^I yi + S lbl 2 - 0.83 + 60.75 + 10 x (-2.37) 2 + 9x(2.63) 2 = 180 cm 4 

! yz - ^I yzi + Si a { bj =0+ 0 + 10(2. 13)(-2.37) + 9(-2.37)(2.63) = -106.6 cm 4 



Les moments d'inertie centraux principaux sont 



1 ^ +Iz 
h,2 - 



1 



n -i ^ 

A y A z 



\ ~ J 



-1 2 = 180+ 106.6 cm 4 

y 



1} = 286.6 mm 4 et I 2 = 73.4 cm 4 



L’ orientation des axes principaux: 
2L 



tg2a 0 = - 



^yz 



Iy-Iz 



= GO 



=> 2a 0 = — 
2 



n 
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EXERCICES /chapitre 2 



2.1 Determiner les moments d'inertie 
principaux et centraux des sections 
de la Fig. E2.1 

a) 2.81 3x10^ mm 4 , 1.25x10 ^ mm 4 

b) 2. 145x10^ mm 4 , 0.82x10 ^ mm 4 

c) 1.3 7x1 0 7 mm 4 , 0.802x1 0 7 mm 4 

d) 2. 43x10^ mm 4 ,1 .687x10^ mm 4 

e) 3.7315 r 4 , 1.726 r 4 



100 100 




z* 

e) 



Eig. E2.1 



2.2 Calculer les moments d'inertie 
principaux d'une section 

rectangulaire 3 a x a par rapport aux 
axes ayant un coin de la section 
comme origine. 

✓ 9.583a 4 ,0.411a 4 



2.3 Une section transversale d'une 
poutre est symetrique par rapport a 
un segment de droite AB. Les 
longueurs des lignes moyennes de 
dix bandes de meme largeurs et 
normales a AB sont respectivement: 

16.0, 28.0, 32.0, 32.8, 32.0, 31.4, 
25.2, 20.6, 15.0 et 6.6 mm. La 
hauteur AB est 75 mm. 

Calculer le moment d'inertie de 
cette aire par rapport a l'axe central 
perpendiculaire a AB. 

✓ 5.869 xlO 5 mm 4 



2.4 Calculer les moments 
d'inertie centraux I z , Iy et Iy Z d'une 

section de comiere a ailes inegales 
representee sur la Fig. E2.4. 

Determiner graphiquement 
l'orientation des axes principaux et 
les moments d'inertie par rapport a 
ces axes. 

•f 1.085x10^ mm 4 ;2.48xl0^ mm 4 ; 
-2.98xl0 6 mm 4 ; 17.72°; 

1 . 1 8x1 o' 4 mm 4 ; 1.53 x 10 ^ mm 4 . 




Fig. E2.4 
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2.5 Determiner l'aire (S), le 
moment statique (S z ), le centre de 

gravite (Yq, Zq) et le moment 
d'inertie (I z ) d'une section droite 
dont la ligne moyenne est constitute 
par un arc de parabole d'ouverture 
2a, et de fleche / et dont l'epaisseur e 
mesuree verticalement est constante 
(Fig. E2.5). 

■Z S = 2ae, S z = 2ae/73; Zq= 0; 
Y G = -/3;I z = 2ae//5 



2.6 Determiner la position (angle 
a) d'une poutre, dont la section 
droite est une comiere en S ayant un 
centre de symetrie en O (Fig. E2.6), 
pour que la fleche sous un 
chargement perpendiculaire a l'axe 
oriente par a, soit minimale. 
Calculer le moment d'inertie par 
rapport a l'axe parallele passant par 
le centre de gravite de la section. 

Z a= -21° 21'; Ip — 49.16 cm 4 




l 

2 




Fig. E2.6 



2.7 Tracer le cercle de Mohr d'une 
section circulaire de diametre D et 
expliquer la particularite de ce cas. 
Donner deux autres formes de 
sections presentant les memes 
caracteristiques. 

Z Si une section admet trois 
axes de symetrie on plus, alors tous 
les axes centraux sont des axes 
principaux et tous les moments 
d'inerties par rapport a ces axes sont 
egaux. 

Exemples de sections: carree, 
triangle equilateral. 




Chapitre 3 

EFFORTS INTERNES 



3.1 GENERALITE S 



On appelle forces exterieures ou charges les forces appliquees connues 
sur une structure donnee. Suivant le cas, ces charges peuvent-etre reparties avec 
une densite donnee de volume (poids propre d'une structure) ou concentrees en 
un certain nombre de points. Dans cette categorie de forces exterieures figurent 
aussi les reactions d'appuis. 

Sous l'effet de ces charges, les forces entre les particules d'un corps (element) 
en equilibre varient. En Resistance des Materiaux, on appelle souvent cette 
variation des forces efforts internes. 



Afin de faciliter l'etude des efforts exerces sur chaque particule materielle on 
considere une section transversale d'un element soumis a une sollicitation (Fig. 
3.1). Tout comme n'importe quel systeme de forces, les efforts interieurs repartis 
sur toute la section peuvent etre rapportes a un point (par exemple le centre de 



gravite de la 
section), et de ce 
fait on distingue le 
vecteur force 

F(N,T Z , T y ) et le 
vecteur moment 
M (M x , M M z ) 
resultant des forces 
interieures dans la 
section. II convient 



d'adopter les 

denominations 



suivantes pour les 
forces et moments 




agissant dans une Fig. 3.1 

section. 
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3.1.1 Effort Normal 

La composante N de la resultante F represente la sornme des projections de 
toutes les forces interieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant 
l'axe longitudinal de l'element). L'effort normal provoque une deformation 
longitudinale de l'element. N est considere positif s'il s'agit d'une traction et 
negatif dans le cas contraire. 



3.1.2 Efforts tranchants 

Les forces transversales T z , et Ty sont les sommes des projections de toutes 
les forces interieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette 
demiere. Ces efforts tranchants provoquent le cisaillement des bords de la 
section respectivement dans la direction des axes Z et Y. Le sens de T sur le plan 
est positif par convention quand il tend a faire toumer un element entre deux 
sections dans le sens des aiguilles d'une montre comme indique sur la Fig. 3.2. 




3.1.3 Moments Flechissants 

Les composantes My, et M z du vecteur moment resultant represented les 
sommes des moments de toutes les forces interieures dans la section, par rapport 
aux axes d'inertie principaux de cette derniere Y et Z respectivement. La Fig. 3.3 
indique le sens positif des moments dans le plan qui par convention tend les 
fibres inferieures et comprime les fibres superieures de la section. 



M M 




Fig. 3.3 



3.1.4 Moment de torsion 

le moment de torsion M x (ou M t ) est la 
somme des moments de toutes les forces 
interieures dans la section par rapport a l'axe de 
la barre X. Le moment de torsion est positif 
lorsqu'il tend a toumer la section dans le sens 
inverse des aiguilles d'une montre (sens 
trigonometrique) en regardant la section du cote 
de la normale exterieure (Fig. 3.4) 




Fig. 3.4 
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3.2 METHODE DES SECTIONS 

Pour determiner les forces interieures qui apparaissent dans un element 
soumis a une sollicitation, on se sert, en resistance des materiaux, de la methode 
des sections. 

Cette methode est basee sur le fait que si un element est en equilibre, sous 
faction des forces exterieures, alors n'importe quelle partie de cet element sous 
faction des forces qui lui sont appliquees, est equilibre par un systeme de forces 
interieures agissant dans la section. 

On considere l'element AB plan, soumis a faction d'un systeme de forces 
exterieures (Fig. 3.5). Pour calculer les efforts et moments dans n'importe quelle 
section, on coupe a l'endroit 
voulu l'element AB en deux 
parties. Les valeurs 
numeriques des efforts N, T, 
et M sont egaux aux sommes 
algebriques des projections 
et des moments des forces 
exterieures agissant sur une 
des parties (gauche ou 
droite) de l'element ^J| 
sectionne, generalement sur A 
celle ou les projections et 
moments se calculent plus 
facilement. 

3.3 DIAGRAMMES DES EFFORTS ET DES MOMENTS 

En general, les efforts et moments agissant dans differentes sections varient 
le long de la poutre. Entre autres les valeurs maximales et minimales de ces 
efforts et moments sont d'une grande importance pour la securite de la poutre, on 
s'interesse done a tracer des courbes qui montrent comment changent les efforts 
et les moments d'une section a une autre, on appelle ces courbes les diagrammes 
des efforts et des moments. 

On se limite dans cette section a l'etude des diagrammes des efforts et des 
moments dans les poutres a deux dimensions (plan XOY), ce qui reduit le 
nombre des efforts et des moments a trois, a savoir un effort normal N, un effort 
tranchant Ty, et un moment flechissant M z . 

3.3.1 Les zones des efforts internes dans une poutre 

La variations d'un effort ou moment dans une zone (ou trongon) d'une poutre 
est caracterise par une meme loi mathematique. En pratique l'extremite d'une 
zone est imposee par l'extremite de la poutre (extremite libre appuis de rive ou 
intermediate), changement brutal de la charge, ou le changement brutal de la 
direction de l'axe de la poutre (Fig. 3.6). 




Fig. 3.5 
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3.3.2 Relations differentielles entre les charges et les efforts 

Ils existent des relations differentielles entres les forces exterieures et 
interieures et qui constituent la base de la methode directe pour la determination 
des efforts internes. 



Pour determiner ces relations on 
considere un cas de charge arbitraire 
d'un systeme de sollicitations donne 
dans un plan (Fig. 3.7) avec: 

q x : intensite de la charge exterieure 
selon l'axe X 

qy : intensite de la charge exterieure 
selon l'axe Y 




_1_L 



_I_I 



M+dM 

N+dN 



T 




T+dT 



Fig. 3.7 



La relation entre l'intensite de la charge q x est l'effort normal est obtenue par 
l'equation d'equilibre d'un element dx et peut etre exprimee par: 



N - q x (x)dx - N - dN = 0 



=> dN/dx = -q x (x) 

Entre l'intensite qy, l'effort tranchant T et le moment flechissant M qui 
agissent dans une certaine section, existent les relations differentielles suivantes: 



T - q y (x)dx - T - dT = 0 
=> dT/dx = -qy(x) 

M + Tdx - q y (x)dx 2 /2 - M - dM= 0 

en negligeant le terme quadratique en dx 2 on obtient: 

dM/dx = T 
ou 

d 2 M/dx 2 = -qy 
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3.3.3 Construction des diagrammes des efforts internes d'une poutre 

Pour pouvoir tracer les diagrammes, il est indispensable de connaitre toutes 
les forces exterieures y compris les reactions qui doivent etre prealablement 
determinees. 

Pour determiner les reactions d'une poutre isostatique (efforts de liaison), il 
faut ecrire les conditions d'equilibre (la loi fondamentale de la statique). 

Pour une poutre articulee isostatique, aux trois equations fondamentales de la 
statique s'ajoute une equation supplementaire: en effet par rapport au centre de 
l'articulation, la somnie des moments crees par toutes les forces situees d'un cote 
de cette demiere est nulle 

Le trace des diagrammes des efforts et des moments peut etre fait a l'aide des 
equations analytiques ou par la methode directe. 

La methode analytique consiste a trouver les expressions des efforts et 
moment pour chaque zone en fonction de l'abscisse x de la ligne moyenne de la 
poutre. Ces expressions peuvent etre etablies par les equations d'equilibre de 
toutes les forces (y compris les reactions des appuis) appliquees a gauche ou a 
droite de la section consideree. Une fois que ces expressions sont determinees, 
on peut alors tracer leurs diagrammes. 

La methode directe est tres rapide generalement utilisee dans les cas de 
chargements simples. Elle consiste a determiner les valeurs numeriques des 
efforts interieurs aux extremites de chaque trongon. Ces points sont joints par 
des lignes ou courbes dont les caracteristiques sont determinees sur la base des 
relations differentielles entre les efforts interieurs et les forces exterieures citees 
ci-dessous. 

a) Sur les trongons ou il n'y a pas de charge repartie, le diagramme des T est 
delimite par des droites paralleles a la base tandis que le diagramme des M l'est, 
dans le cas le plus general, par des droites obliques. 

b) Sur les trongons ou la poutre supporte une charge repartie, le diagramme 
des T est delimite par des droites obliques tandis que celui des M l'est par des 
paraboles carrees. Quand on trace le diagramme des M du cote des fibres 
tendues, l'incurvation de la parabole est dirigee dans le sens contraire de la 
charge q y . 

c) Les maximums et minimums des M coincident avec les sections ou T=0. 

d) Dans les sections ou les charges concentrees sont appliquees a la poutre, le 
diagramme des T est caracterise par des passages brusques aux niveaux de ces 
charges, celui des M, il y aura des brisures dont la pointe sera dirigee dans le 
sens de la ligne d'action de la force. 

e) Dans les sections ou des moments concentres sont appliques a la poutre, le 
diagramme des moments sera marque par des passages brusques d'une valeur 
proportionnelle a ces moments tandis que sur le diagramme des T, il n' y aura 
aucune modification. 
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3.3.4 Trace des diagrammes pour des portiques isostatiques 

On appelle portique les systemes de poutres reliees entre elles par des noeuds 
rigides (Fig. 3.8). II est convenu d'appeler les poteaux ou montants les elements 
verticaux ou inclines d'un portique, tandis que ceux longitudinaux, poutres ou 
traverses. 

Ces assemblages trouvent une large application dans le domaine du genie 
civil. Ils sont tres utilises comme systemes de base dans les constructions telles 
que les batiments et les hangars. Generalement les portiques sont des systemes 
hyperstatiques, mais on se limitera ici a l'etude des portiques isostatiques. 

Les regies de construction des diagrammes sont celles utilisees dans le cas de 
poutres simples, car chaque element du portique est considere ainsi. Les 
conventions de signe 
prealablement etablies 
restent valables; les 
ordonnees positives des N 
et des T sont portes de 
fafon a etre dirigees vers 
le cote exterieur, les 
diagrammes des moments 
positifs sont traces du cote 
des fibres tendues. 

3.3.5 Trace des diagrammes pour poutres curvilignes (arcs) 

Pour des raisons esthetiques ou de resistance, on utilise des elements 
structurels ayant des formes curvilignes (ou en arcs). Dans cette section, on 
suppose que l'axe de la poutre curviligne represente un arc de cercle. Pour 
determiner les expressions analytiques des efforts internes de ces elements, on 
utilise la methode des sections et on ecrit les equations d'equilibre pour une 
section donnee en projetant les forces suivant l'axe parallele a l'effort normal N 
et l'axe perpendiculaire a ce dernier. La somme des moments de toutes les forces 
est calculee par rapport au centre de gravite de la section pour l'expression de 
M. On note aussi qu' il est commode d'utiliser un systeme de coordonnees 
polaires pour parcourir la ligne moyenne de l'element. 

3.4 APPLICATIONS 

3.4.1 Exemple 1: poutre simple rectiligne 

Soit une poutre simplement appuyee (Fig. 3.9), soumise aux cas de charges 
suivants: 

Une force P concentree a mi-travee. 

La force P est uniformement repartie sur toute la longueur, soit q = P/L. 

La force P est triangulairement repartie sur la longueur, soit q = 2P/L. 

Tracer les diagrammes des efforts internes et comparer les moments maximaux. 



poutres (traverses) 
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a) cas d'une force concentree a mi-travee 
Determination des reactions: P 



I M /a = 0 => V B = 0.5 P 

I FT = 0 => V A = 0.5 P 
Expressions des efforts internes: 

Trongon I: 0 < x < L/2 
N = 0 

T - 0.5P = 0 T = 0.5P 
M - 0.5P x = 0 => M = 0.5P x 



A 1 B 




PL/4 



M(0) = 0, M(L/2) = PL/4 
Trongon II: L/2 < x < L 



M 

Fig. 3.9 



N = 0 

T + P - 0.5P = 0 => T = - 0.5P 
M - 0.5P x + P (x - L/2) = 0 
=> M = 0.5P x - P (x - L/2) 

M(0) = 0, M(L) = 0, M max = M(L/2) = PL/4 = 0.25 PL 



b) Cas d une charge umformement repartie q = P/L 



Determination de reactions: 

I M/ A = => V b L - (P/L)L(L/2) = 0 
=> V B = 0.5P 

X F T = 0 => V A + V B - (P/L)L = 0 
=> V A = 0.5P 

Expressions des efforts internes: 

N = 0 

T - 0.5P + (P/L) x = 0 
=> T = 0.5P - (P/L)x 
T(0) = 0.5P, T(L) = -0.5P 
et T(x) = 0 => x = L/2 

M - 0.5Px + (P/L) x 2 /2 = 0 



q=P/L 

A rTTTTTTTTTl B 




PL/8 

M 



Fig. 3.10 
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=> M = 0.5Px - (P/2L) x 2 
M(0) = 0, M(L) = 0, 

M max = M(L/2) = PL/8 = 0. 125 PL 



c) Cas d'une charge triangulairement repartie q = 2P/L 

Determination de reactions: 



I M /a = => V b L - q(L/2)(2L/3) = 0 => V B = qL/3 = (2/3 )P 
IFT = 0 =>V a + V b - qL/2 = 0 => V A = qL/6 = P/3 



Expressions des efforts internes: 
N = 0 



-p P xx 

T + q x — x — - 0 

3 L 2 



A 



P/3 



3 2L 



T = -- — 



3 






q=2P/L 
' B 



2P/3 



T(0) = P/3, T(L) = - 2P/3 

L 

T(x) = 0 => x = 



a/3 




0.08 PL 

Fig. 3.11 



. , P X x x . , P qx J 

M x + qx — x — x — = 0=>M = — — 

3 L 2 3 3 6L 



u P Px’ 
M = — x -- 



3L 



L 

M(0) = 0, M(L) = 0, M max = M(— =) = 0.08 PL 

V 3 



3.4.2 Exemple 2: Portique simple isostatique 

Tracer le diagramme des efforts internes du portique represente sur 
la Fig. 3.12. 

Le portique se compose de 2 trongons. Pour ecrire les expressions des efforts 
internes on commence par l'extremite libre C. 



Trongon BC: 0 < x < L 
N = -P 

T = qx = Px/L 




Efforts internes 



31 



T(0) = 0 et T(L) = P 
M = -qx 2 /2 = -Px 2 /2L 
M(0) = 0 et M(L) = -PL/2 

Tron^on AB: 0 < x < L 
N = -P 
T = -P 

M = Px - PL/2 

M(0) = -PL/2, M(L) = PL/2 



q=P/L 




Fig. 3.12 




Fig. 3.12 



3.4.3 Exemple 3: poutre simple curviligne 

Tracer les diagrammes des efforts internes de la poutre curviligne en quart de 
cercle sous les cas de charges indiques sur la Fig. 3.13. 




(a) (b) (c) 

Fig. 3.13 



(a) Forces concentrees: 

Pour determiner les expressions de N et T, on projette les forces concentrees 
suivant les axes de N et T. L'expression de M est la somrne des moments de 
toutes les forces par rapport a ce point. 
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0 < 0 < 90 

N(0) = F cos0 + P sin0 
N(0) = F, N(90) = P 
T(0) = F sin0 - Pcos0 
T(0) = -P, T(90) = F 
et T(a) = 0 => tga = P/F 
M(0) = FR (l-cos0) - PRsin0 
M(0) = 0, M(90) = (F-P)R 



P * 





Fig. 3.15 



(b) Charge uniformement reparti e sur fare: 

La resultante d'une charge uniformement repartie sur fare suivant une seule 
direction est egale au produit de l'intensite de la charge par la longueur de l'arc 
passant par son milieu et dirigee suivant l'orientation de la charge. 



La longueur de l'arc faisant un angle a 
est dL = Rda 

et la force elementaire : dP = q dL = qR da 




Fig. 3.16 
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Pour 0 < 9 < 90 on ecrit les expressions de N, T et M 

dN(9) = -dP sin0 = qR sin0 da 

N(0) = -qR sinG da = -qR0 sin0 

N(0) = 0, N(90) = -7iqR/2 

dT(0) = dP cos0 = qR cos0 da = qR9 cos0 

T(0) = 0, T(90) = 0 

dM(0) = -dPR(sin0 - sina) = -qR 2 (sin0 - sina)da 
M(0) = -qR 2 Jq (sin0 - sina)da = -qR 2 (0sin0 + cos0 -1) 
M(0) = 0, M(90) = -(7t/2-l)qR 2 



0.55 qR 




Fig. 3.17 



(c) Charge uniformement reparti e sur la projection horizontale de I'arc: 

La resultante d'une charge uniformement repartie sur la projection de I'arc est 
egale au produit de l'intensite de la charge par la longueur de cette projection 
passant par son milieu et dirigee suivant l'orientation de la charge. 

0 < 0 < 90 



N(0) = -qR sin 2 0 

N(0) = 0, N(90) = -qR 

T(0) = qR sin0 cos0 

T(0) = 0, T(45) = qR/2, T(90) = 0 

M(9) = -qRsinO x (Rsin9)/2 = -(qR 2 sin 2 0)/2 

M(0) = 0, M(90) = -qR 2 /2 



11 I i I i I I 




Fig. 3.18 




34 


RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE 










ciR/2 ' 








f 


/ ® 








L. / 


0 




0 




: ' \ 




qR 


N 


| A 
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Fig. 3.19 
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EXERCICES / chapitre 3 



3.1 Construire les diagrammes des 
efforts tranchants et moments 
flechissants pour les poutres de la 
figure E3.1, et deduire les valeurs 
extremes. 



3.2 Determiner les expressions 

et les diagrammes de M, N, et T des 
portiques isostatiques de la figure 
E3.2. Calculer les moments 

flechissants maximaux. 



40kN 



3kN/m 36kN.m 


12kN 




30kN/m 




i t i i i i I 1 i \ 


r B 


r \ 


r 1 t T i 


f 


C f D 








8m 2m 


2m 


1m 


1.2m 


1m 





20kN 

r 


Q 

O 


4kN 

1 B 




1kN/m 

T T T T 


12kN.m 








fas 


A 


A B 




2m 


2m 


2m 1m 


"im*" 




4m 


8m 8m 




Fig. E3.1 
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Fig. E3.2 
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3.3 On veut definir, de fag on 
approchee mais rapide, la flexion 
maximale apportee par une dalle 
dans ses poutres de rives. 

La dalle, simplement appuyee 
sur les poutres, supporte une charge 

uniformement repartie q. Les 
poutres sont egalement simplement 
appuyees; on admettra qu'elles 
supportent les zones delimitees par 
des pointilles sur la Fig. E3.3. 

Determiner les densites de 
charges p j et P 2 permettant d'obtenir 
les moments flechissants maximaux 
des poutres 1 et 2 (sous le seul effet 
de la dalle), par les formules: 



M 



lmax 



Plb 2 



etM 



2 max 



P 2 a- 



3.4 Etant donnees q, L, et P = 0.2 qL 
(Fig. E3.4). Calculer la longueur 
avantageuse de la console a et 
construire les diagrammes de T et 

M. 

N. B: On appelle longueur 

avantageuse de la console d'une 
poutre la longueur de la console 
pour laquelle le moment flechissant 
maximal a la plus petite valeur 
possible. 



y b = 0.676L, a=0.162L 

P P P 

! q I 

r~n i i i i i i i i 

aA B A 

a b/2 b/2 a 



L 







Fig. E3.4 



Fig. E3.3 





Chapitre 4 



ETA TS DE CONTRAINTE 
ET DE DEFORM A TION 



4.1 INTRODUCTION 

L'objet de ce chapitre est l'etude des effets des charges sur les elements 
auquels elles sont appliquees, en termes de contraintes et de deformations. Ces 
demieres constituent l'outil principal de mesure de la resistance et de la rigidite 
des elements. En d'autres termes ce sont les quantites de base depreciation de 
l'etat et du comportement des elements sous l'effet des charges. Les definitions 
des notions de contraintes et de deformation seront d'abord presentees, ensuite 
les differents etats de contraintes seront examines. Les precedes de 
transformation (translation et rotation) des contraintes et des deformations 
seront enonces. Finalement les relations entre les efforts et les contraintes d'une 
part, et d'autre part, entre ces demieres et les deformations seront aussi etablies. 

4.2 NOTION DE CONTRAINTE 

Les efforts internes definis dans le chapitre precedent, engendre par des 
forces exterieures, ne sont que les resultantes des efforts elementaires agissant 
sur chaque section de l'element sollicite par les forces exterieures. On appelle 
ces efforts elementaires, contraintes. 

On considere les plans secants n et n' passant par un point O d'un corps 
sollicite par des forces exterieures (Fig 4.1). Une contrainte normale a de 
traction ou de compression au point O est l'effet d'eloignement ou de 
rapprochement respectivement des plans n et n'. L'effet de glissement des deux 
plans est attribue aux contraintes tangentielles x. L'existence simultanee des 
contraintes nomiales et tangentielles tend a deplacer les plans suivant la 
direction de la resultante dite vecteur contrainte p. 

L'etude de cette contrainte p pour toutes les orientations de l'element de 
surface unitaire ds se trouvant dans un endroit precis de la section est appelee 
'6 tat de contrainte autour d’un point'. 
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/ 





Fig. 4.1 



4.3 ETAT DE CONTRAINTE 



Decoupons au voisinage du point O du 
corps sollicite un parallelepipede rectangle 
infiniment petit de cotes dx, dy et dz. Sur 
chaque face de ce parallelepipede agissent 
une contrainte nomiale et deux contraintes 
tangentielles. La contrainte nomiale est 
positive quand elle agit sur une facette 
positive dans le sens positive de l'axe 
considere ou sur une facette negative dans le 
sens negatif de cet axe. Une contrainte 
tangentielle est positive quand elle agit sur 
une facette positive dans le sens positif de 
l'axe parallele a la facette ou sur une facette 
negative dans le sens negatif de l'axe 
parallele a cette facette. Toutes les contraintes 
de l'element represente sur la Fig. 4.2a sont 
positives. 

L'etat de contrainte plan est le cas 
particulier d'une seule facette du volume ou 
sur chaque cote agissent une contrainte 
nomiale et une contrainte tangentielle (Fig. 
4.2b). 

L'etat de contrainte lineaire est le cas 
particulier d'un seul cote de la facette sur 
lequel agissent une contrainte normale et une 
contrainte tangentielle (Fig. 4.2c). 






A 


T zy 


i zx 

T 


V* 

- 


A L XZ 


a y ^yx 


^xy 



(a) 




(b) 

o 



. x 



(C) 

Fig. 4.2 
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4.3.1 Equations de transformation de l'etat de contrainte lineaire 



Pour une barre en traction 
(Fig. 4.3), la contrainte normale qui 
se developpe dans la section S est 
donnee par: 




L'etat de contrainte dans un plan 
quelconque S a dont la normale 
exterieure n a coupe l'axe a sous un 
angle a, la contrainte totale p a est 
egale a 




Fig. 4.3 




N 

— cos a 
5 



(4-2) 



= a cos a (4-3) 

Les contraintes normales et tangentielles dans la section S a 



a a = Pa cosa = a cos 2 a 



(4-4) 



x a = p a sina = a cosa sina = ( 1/2) a sin2a (4-5) 

Etude de l'orientation: 

°rnax ~ t ~ Pa ot — 0 => ^0 — ^ (4-6) 

T max = a = ^/4 => a ^/4 = a/2 (4-7) 



Considerons les contraintes qui agissent sur deux sections orthogonales: 



x a = ( 1/2) a sin2a (4-8) 

T a+ tc/2 = " T a 



c'est la loi de reciprocite des contraintes tangentielles 



4.3.2 Equation de contrainte de l'etat de contrainte plan 

Pour connaitre les contraintes suivant une direction a par rapport a l'axe x, 
nous isolons une partie de l'element en forme de prisme triangulaire (Fig. 4.4) 
droit. Soit S l'aire de la face du prisme oppose a Tangle droit, on a: 
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Ay = S sina (4- 1 0) 

Les contraintes sur les differentes faces du prisme doivent s'equilibrer, on a: 
Suivant la normale: 



!Fa = 0 

=> Aa a -Aa x cosa 2 - Ax X yCosa . sina-Acy sin 2 a-Axy X sina .cosa = 0 (4-1 1) 
Suivant la tangente: 



£ F a+90 “ 0 

=> Ax a +Aa x cosa . sina-Ax X yCos 2 a+Ax X ySin 2 a-Aay sina . cosa = 0 (4-12) 
Soit 

a a = a x cos2(X + a y sin 2 a + 2x X y sina . cosa (4-13) 

x a = - (<Jx ' a y) s i na • cosa + T xy ( cos2(X - sin 2 a) (4-14) 

en substituant dans les equations (4-13) et (4-14) les expressions de 

cos 2 a = l/2(l+cos2a), sin 2 a = 1/2(1- cos2a) et sina . cosa = 1/2 sin2a, on 
obtient: 





42 



RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE 



Les equations (4-15) sont connues sous le nom d'equations de 
transformation des contraintes dans le plan. 



Les Contraintes principales: 

En variant l'angle a, les contraintes normales et tangentielles varient. Pour 
des raisons de resistance, les valeurs maximales des contraintes sont d'une 
grande utilite. 

Pour determiner la facette sur laquelle agit la contrainte normale aj, on 
annule l'expression de la derivee par rapport a a de c? a . 



d(7 a 

da 



■ — 0 : 



CT V - (T x 

— sm2« , + r v „cos2«; = 0 

o x y 



et on tire tg2a 0 = - 



It 



xy 



°X - °y 



(4-16) 

(4-17) 



En utilisant (4-17), on peut ecrire: 

- — Gy ■ - T xy 

cos 2 a- — et sin2ff = — — 

2 R R 



avec R = 



a x y 



Par substitution dans (4-15), on obtient: 



cr„ + cr„ 



a i,2 - ’ 



\(CT X Gy) 2 

1- Try 

a x y 



et T a0 = 0 



(4-18) 

(4-19) 



(4-20) 

(4-21) 



Pour distinguer l'orientation des axes principaux, on remplace l'angle 
ap e [-tt/2, +7t/2] donne par la formule (4- 1 7) dans l'expression de a a et on la 
compare avec c>| et 02 Ainsi on identifie la direction de l'un des axes 
principaux, l'orientation du deuxieme axe correspond a l'angle (ap ± n/2). Le 
sens positif des angles est le sens trigonometrique. 

On peut aussi utiliser les eq. (4-18) et (4-19) pour determiner l'angle ap car 
sur l'intervalle [ 0 , 2 71 [ un seul angle peut satisfaire les 2 equations en meme 
temps. 

Suivant un systeme d'axes orientes de a par rapport aux axes principaux les 
equations de transformations s'ecrivent en fonction des contraintes normales 
principales sous les formes suivantes: 
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^L±^l + ^L^l cos2 a 



'a+90 “ 



^LL^2_ _ Ea — c Il- cos 2a 



(4-22) 



T a - - (T] ^ °~ 2 sin 2 a 



On precede de la meme maniere que pour les contraintes principales, en 
annulant l'expression de la derivee de x a : 



d T a -0=>—2 — —cos 2a + r„, sin 2a — 0 



(4-23) 



tgla oo = - 



°x-°y 



(4-24) 



on remarque que: 

tg2a 00 xt g 2a o =-l 

tg 2a oo = = ~ ct g 2a o 

tg 2 a 0 



(4-25) 



par analogie avec: tg(9 + — ) = -ctgO 
on a done: 



(4-26) 



2a 00 - 2a o ± — 

2 (4-27) 

, n 

=>«o =«o± — 

Le plan des contraintes tangentielles maximales est a 45° par rapport a celui 
des contraintes normales principales. 

de (4-24) on deduit que: 



cos 2 a 00 =-2- et sin 2 a 00 = ^ 



(4-28) 



et en substituant ces valeurs dans l'expression x a des eq.(4-15) on obtient 
l'expression de la contrainte tangentielle maximale: 






(4-29) 
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Les orientations des facettes des contraintes tangentielles maximales sont 
determinees de la merne fagon que les axes des contraintes principales en 
remplagant Tangle (J.qq e [-tx/2 , n/2\ dans Texpression (4-15) et on compare 
avec -q 2- 

La contrainte normale associee est donnee par: 



- ^«oo - 



(4-30) 



4.4 CERCLE DE MOHR POUR LES CONTRAINTES 



4- 



Le principe de la representation graphique des contraintes connue sous le 
nom de cercle de Mohr est similaire a celui qu'on a decrit dans le chapitre 2 
concemant les 

proprietes 

geometriques des 
formes. L'axe des T — *■ "xy 

abscisses represente 
les contraintes x 

normales et les T 

contraintes xy 

tangentielles sont o y 

projetees sur un axe p. ^ 

perpendiculaire dirige 

vers le bas, afin que le sens positif des angles soit le sens trigonometrique. 



°x 



V y i 


i 


Vi 


°1 


a o 




X 


A 


-A) 



Le cercle de Mohr peut etre 
positionne sur le plan (a, x) en 
connaissant l'etat de contrainte 
en un point defini par a x , ay et 
Tutiliser pour 
graphiquement les 
contraintes principales aj et a 2 - 
Dans ce cas on fixe deux points 



x X y et de 
determiner 



A(a 



X’ T xy) B(ay, x X y) sur 




x,y 






le plan (a, x) et on prend le 
segment AB qui coupe l'axe a 
en C comme le diametre du Fig. 4.5 

cercle de Mohr ayant son centre 

en C. Les points d'intersection de la circonference avec l'axe a determinent les 
contraintes a] et a 2 - L'angle entre AC et l'axe a est egal a 2a.Q. 



Le probleme indirect consiste a construire le cercle de Mohr a partir de l'etat 
de contrainte principal et de determiner ensuite n'importe quel etat de contrainte 
oriente d'un angle a. 
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4.5 RELATIONS ENTRE CONTRAINTES ET DEFORMATION 

Considerons une barre constitute d'un materiau homogene et isotrope 
sollicite par des forces axiales (Fig. 4.6) 

En supposant que l'hypothese 
de Bernoulli est valable, alors ^ 
toutes les fibres d'un element de 
longueur L s'allongent d'une 
longueur AL et leurs allongements 
relatifs 8 sont definis par: 

AL 

s = = const ante 

L 

(4-31) 

La relation contrainte-deformation est definie par la loi de Hooke qui traduit 
la dependance lineaire des deformations par rapport aux contraintes: 



P 



4^4 

L AL 

Fig. 4.6 



£ - — OU G = E£ 

E 



(4-32) 



Ou E est le coefficient de proportionnalite appele module d'elasticite ou 
module d' Y oung. 

E a la dimension d'une contrainte [N/mm 2 ] et represente une des constantes 
caracteristiques mecanique du materiau. 



Comme ct x conduit a l'apparition de la deformation relative e x , il en est de 
meme pour les contraintes tangentielles x X y qui engendrent des deformations 
relatives y X y. Si on considere maintenant un element de volume unitaire sounds 
a faction de la contrainte x X y, le deplacement de la facette x le long de l'axe y 
provoque une distorsion des facettes z, faisant ainsi varier l'angle droit de y X y 
comme le montre la Fig. 4.7 



La relation entre la contrainte tangentielle et 
la deformation relative y xy est exprimee par la 
loi de Hooke pour le cisaillement par: 



Vx y 




(4-33) 



Ou G est le coefficient de proportionnalite 
qu'on appelle module d'elasticite transversal qui 
a les dimensions d'une contrainte. 




4.5.1 Loi de Hooke generalisee 



Fig. 4.7 



La loi de Hooke generalisee traduit les relations lineaires entre 
contraintes et deformations dans le cas tridimensionnel. 
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Considerons d'abord les deformations normales s x , 8y et s z de l'element de 
volume unitaire de la Fig. 4.8. Ces deformations peuvent etre exprimees en 
termes des contraintes normales par superposition de leurs efforts. 



Chaque contrainte normale 
provoque selon son axe d'application 
une deformation relative 8 
proportionnelle a la contrainte a: 




34) 

et suivant les deux autres axes, 
des deformations relatives 



s - -v — 
E 

35) et 




36) 

v est le coefficient de Poisson, 
sans dimension (0< v <0.5) 



x 





/ ^ — 

s x 

> 




V p 

£ y 






T ftCT /E 

1 

1 

1 

1 

1 

^ a/R 


► 



Done la deformation relative Fig. 4.8 

suivant chaque axe est la somme de 

la deformation relative due a la contrainte suivant cet axe et celles provoquees 
par les contraintes selon les deux autres axes perpendiculaires. 



D'ou 



=^-V^~V^r = -^[(7x-V((7y+(7z)\ C 4 ' 3 ?) 

De meme pour 

£ y = ^ [ a y ~ V(CT X + CT Z )] (4-3 8) 

Jb 

^ 1^7 - v(cr x + cr )] (4-39) 

II faut noter que les contraintes tangentielles ne provoquent qu'une distorsion 
angulaire: 



fxy 




(4-40) 



Ces equations represented la loi de Hooke generalisee caracterisee par les 
constantes elastiques E, G et v. Un materiau elastique, isotrope, est 
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completement defini par E et v 
parametres definie par: 


car il existe une relation entre les trois 


G = E 
2(1 + v) 


(4-41) 


Le module d'elasticite E est une caracteristique de la rigidite du materiau. 11 
represente sa capacite a s'opposer a la deformation. Quelques valeurs typiques 
de E pour certains materiaux sont donnees dans le tableau suivant: 


Materiaux 


E (N/mm 2 ) 


Caoutchouc 


8. 


Plastique, Polythene, Nylon 


1400. 


Bois (le long des fibres) 


14000. 


Beton (200) 


23000. 


Verre ordinaire 


70000. 


Aluminium allie 


70000. 


Aciers allies 


210000. 


Diamant 


12000000. 



Variation d'un volume unitaire 

La variation d'un volume unitaire Vq = lxlxl d'un point d'un corps soumis 
a des contraintes normales peut etre ecrite comme: 

AV = V f - V 0 = (1 + £ x )(1 + * y )(1 + s x )- 1 (4-42) 

Vf : volume de l'element apres deformation 
Vq: volume initial de l'element 

En negligeant les termes faisant intervenir le produit des petites quantites : 

AV 

e s x + s y + s z (4-43) 

v o 

4.6 EQUATIONS DE TRANSFORMATION DES DEFORMATIONS 

Les equations de transformation des deformations planes £ x ,£ y ,£ xy 

definies dans un repere XOY en fonction des deformations £ a et y a 

exprimees dans un repere XjOY j oriente d'un angle a par rapport a XOY sont 
donnees par: 
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£ x + £ v £ \ ~ £ v Yxv 

£ —— - + — — cos2« h — - sm2a 

2 2 2 

— = — -sin2a + ^-^cos2ct i 

2 2 2 



(4-44) 



L'analogie qui existe entre ces equations et celles des transformations des 
contraintes planes est definie par : 



a 



x 



8 



x 



-y 



Ainsi toutes les proprietes des transformations des contraintes planes sont 
applicables a celles des deformations. En particulier les deformations 
principales: 



£ i,2 ~ 



£ x +£y I A, - £ 



± \ (' 



x £ y n2 ,Yxy n2 



-) +(—) 
2 2 



(4-45) 



et l'orientation des deformations principales: 

fxy 



tg2« 0 



£ x £ y 



ainsi que les deformations angulaires maximales: 

Y max 



= , l ( f ^ fL ) 2 +(^ L ) 2 



(4-46) 



(4-47) 



Le principe du cercle de Mohr est valable pour la representation 
geometrique des deformations en respectant l'analogie entre les contraintes et les 
deformations. Ainsi les coordonnees des points A et B deviennent: 



A (ej-f) 

4.7 MESURE DES DEFORMATIONS: EXTENSIOMETRIE 

ELECTRIQUE 

II existe plusieurs methodes de mesure des deformations (mecanique, 
electrique ou optique). On se limitera ici a la methode de l'extensiometrie 
electrique par jauges de deformations qui consiste a determiner les deformations 
longitudinales a l'aide d'une jauge electrique. Une jauge electrique est une 
resistance electrique constitute d'un fil metallique replie en brins paralleles et 
fixe sur un support isolant et de rigidite negligeable. Ce support est colie avec 
soin sur la surface de l'element a etudier. La deformation du fil metallique induit 
alors une variation de la resistance electrique R de la jauge qui, mesure par une 
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technique appropriee a l'aide d'un pont Weastone, permet de remonter aux 
deformations et plus precisement, sous reserve que l'influence de l'allongement 
transversal et du glissement soit negligeable, a l'allongement dans la direction 
longitudinal de la jauge. 

4 



Fig. 4.9 

Ces jauges sont extremement sensibles et peuvent detecter des deformations 
de l'ordre de 10 6 . Une jauge permet de mesurer l'allongement relatif suivant 
une seule direction, il est done souvent necessaire d'utiliser trois jauges pour 
effectuer 3 mesures suivant trois directions differentes pour pouvoir determiner 
l'etat de deformation en un point de la surface a etudier. L'ensemble des trois 
jauges disposees suivant une geometrie precise est appelee rosette. 

Dans la pratique on place les 3 jauges de telle fa^on que les angles qui les 
separent soient des valeurs simples (45°, 60°, 120°). 

A l'aide d'une rosette a 45°, fixee en un point d'un element, on mesure les 
deformations relatives s a , et 845 suivant les axes x, y et l'axe oriente a 45° 
respectivement. 

Pour definir completement l'etat de deformation dans ce point on doit 
determiner y xy . On utilise done l'equation de transformation suivante: 

£ x + £ v £ y — £ v V xv 

£ a = — 4 cos ^ a + ^ a (4-48) 

pour a = 45° on a: 






£' a ~ £ c „„ 7: 

— cos 90 



— sin 90 
2 



(4-49) 



=>r xy = 2 ^b-^a-^c 



4.8 APPLICATIONS 
Exemple 1 

Les mesures des jauges d'une rosette a 45° fixe en un point d'une structure 
sont les suivantes: 
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£ a = £ x - 280 x 10 6 

e G =£ y =-l60xl0~ 6 
e b = 190xl0" 6 

Determiner les deformations principals en 
ce point. 

Solution 

On calcule a l'aide de l'eq.(4-50) la fig. 4.10 

deformation angulaire: 

r max = [2xl90-280-(-160)]xl0' 6 = 260xl0“ 6 

en remplapant dans l'eq.(4-45) les valeurs des deformations s x , 8y et y X y on 
obtient: 

Si =316x1 0 _6 

s 2 = -196xl0“ 6 

Exemple 2 

Une plaque rectangulaire en acier ayant les dimensions L = 800 mm, b = 400 
mm et t = 20 mm est sollicitee par des contraintes normales a x = 60 N/mm 2 et a 
y = -18N/mm 2 . Sachant que E = 2.10^ N/mm 2 et v = 0.3 determiner la 
deformation At et la variation du volume AV. 

Solution 

At v 

— - s y ( cr + <r , ) , car a 7 = 0 

t E y z 

- — (60 - 1 8) = -6.3 x 1 0" 5 mm 
2.10 5 

AV AL Ab At 

V L b t x y z 

— = e v = °2L--ct x - 0.5 x 10 _5 [-18 - 0.3 x 60] = -1.8 x 10 -4 
b y E E x 

— = e. — — — cj — 0.5 x 1 0 ^ [60 + 18 x 0.3] — 3. 27 x 10 — 4 

L E E y 

— = (3.27 - 1.8 - 0.63) x 10“ 4 - 0.84 x 10~ 4 

V 

AV = 400 x 800 x 20 x 0.84 x 10~ 4 = 537.6mm 3 
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EXERCICES / chapitre 4 



40 N/mm 2 



40 N/mm 2 



(a) 



4.1 Les etats de contraintes de 
quelques points d'un corps charge 
sont representes sur la Fig. E4.1. 
Determiner les contraintes 
principales, l'orientation des axes 
principaux, l'intensite et l'orientation 
des contraintes tangentielles 
maximales et leurs contraintes 
normales associees. Pour chaque cas 
schematiser les resultats sur un 
element proprement oriente. 



S(a) 64.72, 


(b) 48.28, 


(c) 6. 7 


-24. 72, 


-8.28, 


-16.70 


-31.71, 


-22.5, 


-9.99 


±44.72, 


±28.28, 


±11.70 


13.28, 


22.5, 


35.00 


20.0, 


20.0, 


-5.0 



4.2 Un cas de charge applique a une 
structure produit un etat de 
contrainte en un point schematise ci- 
contre (Fig. E4.2). 

1) Determiner les contraintes 
principales et leurs orientations. 

2) Determiner les contraintes 
tangentielles maximales, leurs 
orientations et la contrainte associee. 

3) Peut-on obtenir une facette de 
cisaillement pur? Si oui determiner 
l'orientation de cette facette. 



40 N/mm 2 

u 





Fig. E4.1 



.6 N/mm 2 
— U- 4 N/mm 2 



16 N/mm 2 




S28.8, 8.2, 25.45, ±10.30, -19.54, 
18.5 



12 kg/cm 2 
8 kg/cm 2 

k 25 kg/cm 2 



Fig. E4.2 



4.3 On considere l'etat de contraintes 
plan de la Fig. E4.3. 

1. Tracer le cercle de Mohr et 
calculer les contraintes principales. 
Determiner les directions principales 
dans le plan de contraintes. 

2. On veut eviter toute contrainte 
de traction, definir la valeur de Gy 
strictement necessaire. 

3 . On desire reduire davantage le 
diametre du cercle de Mohr, soit 
D = 400 N/mm 2 ; determiner les 
contraintes principales necessaires, 
de telle sorte que les directions de 
deux d'entre elles restent dans le 
plan initial, et sachant que les 
contraintes a x et x X y restant 
inchangees. 
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■S 450 N/mm 2 , -50 N/mm 2 ,- 18.05°, 
56.25 N/mm 2 , 467.71 N/mm 2 , 
67.71 N/mm 2 



150 N/mm 2 
400 N/mi 2 



Fig. 4.3 



4.4 Un point d'une structure 
soumise a un chargement est defini 
par l'etat de contrainte represente par 
l'element A sur la Fig. E4.4. 
L'element B represente le meme 
point mais oriente d'un angle u ] . 
Calculer la contrainte normale r> y | 
et Tangle d'orientation a | . 

✓ 30 N/mm 2 , 33. 7° 



30 N/mm 2 



25 N/mm 2 




90 N/mm 2 





4.5 Resoudre Texercice 4.4 en 
utilisant la methode graphique 
(Cercle de Mohr). 



4.6 Un corps est soumis a un 
systeme de forces et de moments. 
Chaque systeme produit un etat de 
contrainte en un point montre sur la 
Fig. E4.6. Determiner les contraintes 
principals et leurs orientation dans 
ce point sous l'effet du chargement 
combine. 

■S 51.96 N/mm 2 , -51.96 N/mm 2 , -30°. 



4.7 Un element unitaire sur un corps 
sollicite par des forces exterieures 
subit les deformations suivantes: 

s x =230xl0" 6 , s y =510xl0- 6 , et 

y xy = 180x1 O' 6 . 

Calculer les deformations d'un 
element oriente de 40°. 

✓ 434.3 x1 O' 6 



4.8 Une jauge electrique en rosette a 
45° est attachee a la base d'un poteau 
de portique soumis a un test statique. 
Sous l'effet du chargement on 
mesure les deformations suivantes: 

jauge A, 530 x 10"^, jauge B, 
420x 1 O' 6 , jauge C, 80 x lO' 6 . 
Determiner les deformations 
principals et les deformations 
angulaires maximales. 

v" 316xl0- 6 , -196x1 O' 6 , 51 lx 
1(T 6 



Fig. E4.4 
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4.9 Une plaque rectangulaire mince 
en acier est soumise a des 
contraintes normales uniformes ct x 
et Gy. On mesure les deformations 
relatives s x = 0.001 et 

Sy = -0.0007 respectivement 

suivant x et y a l'aide d'une jauge 
electrique attachee au point A 
comme l'indique la Fig. E4.9. 
Sachant que E = 2.07 x 10^ N/mni 2 
et le coefficient de Poisson v = 0.3, 
determiner les contrainte a x et Cy. 

S 179.1 N/mm 2 , -90.95 N/mm 2 









fpj 


Y 

o X 


- 




n'liiiiiiiiiii'ir! 





Fig. 4.9 




Chapitre 5 

CRITERES DE RESISTANCE 



5.1 INTRODUCTION 

Un aspect tres important dans la conception des structures est la 
determination de la capacite de ces demieres a transmettre ou a supporter les 
charges qui leurs sont appliquees. 

Si le but de tout calcul est d'eviter la destruction, les regies de construction 
exigent que les contraintes de service soient sensiblement inferieures a celles que 
devraient supporter la structure. L'aptitude d'une structure a supporter des 
charges est appele la resistance. L'objectif de ce chapitre est l'etude des 
methodes devaluation ou de verification de la resistance d'un element de la 
structure sur la base d'un etat de contrainte ou de deformation connu en un point 
de l'element. 

5.2 COURSE CONTRAINTE -DEFORMATION 

L'etude des proprietes mecaniques des materiaux s'effectue sur des 
eprouvettes dont on mesure les 
variations des dimensions sous 
l'action de diverses sollicitations. 

L'essai le plus simple et le plus 
pratique sur les materiaux tel les 
metaux, est l'essai de traction 
simple. Les appareils pour ce 
genre d'essais, devenant de plus 
en plus precis, permettent 
d'appliquer une force croissante 
F sur des eprouvettes 
standardises et a l'aide d'un 
dispositif d'extensiometrie de 
mesurer un allongement 
longitudinal 



eprouvette 




tenailles de la machine 
d'essai 



* 



’ F 



Fig. 5.1 



s = AL/L. 
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La Fig. 5.1 schematise un essai de traction ou l'eprouvette est sollicitee par 
une force F croissante a l'aide d'une machine d'essai speciale. 

La Fig 5.2 presente failure typique de la courbe experimental a = f(s) 
obtenue lors d'un essai de traction realise sur une eprouvette en acier doux. 

La contrainte a est prise egale a la charge F divisee par la section initiale de 
l'eprouvette (contrainte nominale) et la deformation est relativement par rapport 
a la longueur de la jauge. (Deformation relative nominale). 

Le diagramme comporte une premiere partie OA rectiligne, qui definit le 
domaine lineaire du materiaux ou la contrainte a est proportionnelle a la 
deformation s. A partir du point A debute le domaine des deformations non 
lineaire mais le phenomene reste toujours reversible. Le point B correspond a la 
contrainte limite d'elasticite c'est a dire a partir duquel tout chargement 
supplementaire et dechargement resulte en deformations residuelles 
(permanentes). Entre B et C, l'eprouvette s'allonge sous un effort sensiblement 
constant. Le palier BC est la zone d'etirement (ecoulement). La zone CD est la 
zone de raffermissement (durcissement) ou d'ecrouissage. Le sommet D de la 
courbe correspond a la contrainte de la limite de resistance, l'allongement ne se 
repartit plus sur la longueur de l'eprouvette, mais se concentre au voisinage d'une 
section droite dont l'aire diminue rapidement jusqu'a ce que se produise la 
rupture (point E). La contrainte correspondante, est appelee limite de rupture. 

II faut noter que la courbe en pointille represente la contrainte reelle qui 
prend en compte la diminution de la section de l'eprouvette. 




zone de durcissement 



Fig. 5.2 



Par contre un materiau fragile est caracterise par une zone elastique OA, 
ensuite une zone non-lineaire courte qui se termine par une rupture soudaine au 
point B, une fois que le materiau ait atteint sa limite de resistance ultime comme 
le montre la Fig. 5.3. 
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Fig. 5.3 

5.3 CONTRAINTE ADMISSIBLE 

Pour que la structure puisse supporter des charges sans danger, il faut 
que les contraintes qui s'y developpent restent toujours inferieures a une 
contrainte limite appelee contrainte admissible. Pour des raisons de securite cette 
contrainte ne constitue qu'une fraction de la contrainte limite du materiau et 
definie par : 



n 

Ou [a] est la contrainte admissible, 
c> c | est la contrainte dangereuse, 
n est le facteur de securite. 

Generalement la contrainte dangereuse est prise comme etant la limite 
d'ecoulement des elements en materiau ductile, et la limite de resistance pour les 
elements en materiau fragile. 

Le facteur n definissant la marge de securite depend de la nature du materiau, 
du mode d'application des charges et de tous les facteurs qui influent sur la 
determination des proprietes mecaniques presentant une marge d’ incertitudes 
theoriques ou experimentales. 

Pour les materiaux ductiles et pour une charge statique on prend 
a d — a ec n — n ec 



Avec n ec = 1.4 - 1.6 
Done [a]=^ 
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Exemple: acier doux : a ec = 250N/mm 2 n ec = 1.7 => [ct] = 250/1.7 

= 150N/mm 2 . 

Un materiau fragile resiste mieux a la compression: [a.] > [g + ] n = 2.5 « 3 



5.4 THEORIES EONDAMENTALES DE LA RESISTANCE 

Les criteres de la resistance sont des conditions theoriques qui permettent au 
concepteur de dire, a partir de l'etat de contrainte et de deformation le plus 
defavorable, si une structure est capable de resister sans danger aux charges qui 
lui sont appliquees. 

5.4.1 Critere des contraintes normales maximales (Rankine) 

La limite de resistance est atteinte lorsque l'une des contraintes principales 
atteint la limite elastique en traction simple ou en compression simple. La 
condition de resistance est definit alors par : 



max — [ CT +] (5-3) 

Pour un materiau homogene et fragile (verre, gypse, etc), il faut aussi 
verifier: 




(5-4) 



avec :cr max : la contrainte normale de traction maximale 
G'max : l a contrainte normale de compression maximale 
[g + ] , [a.] : les contraintes admissibles de traction et de compression 



5.4.2 Critere des deformations lineaires relatives maximales 

Ce critere limite les deformations lineaires par une deformation admissible 
[e], et la condition de resistance s'ecrit alors: 

8 max - M (5-5) 

Si on considere que [e] = — et que s max = e i = — [cr x — v(a 2 - <r 3 ] 

E E 

La condition de resistance devient alors: 



gj - v(G 2 + G 3 ) < [g] (5-6) 

Ce qui revient a comparer la combinaison des contraintes principales a la 
contrainte admissible au lieu des contraintes maximales de traction et de 
compression. Cette theorie n'est presque pas utilisee dans les calculs pratiques a 
cause de sa faible fiabilite. 
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5.4.3 Critere de cisaillement maximum (Coulomb) 

La contrainte tangentielle maximale ne devrait pas exceder une 
contrainte admissible de cisaillement [x]. La condition de resistance dans ce cas 
s'ecrit : 



T max - M 



(5-7) 



Etant donnees que r max 




(5-8) 



et 



[r] = 



M 

2 



La condition de resistance s'ecrit alors: 



(5-9) 



a l - a 2 - M 



(5-10) 



L'influence de 02 dans un etat de contrainte tridimensionnel n'est pas prise en 
charge par ce critere, mais il donne de bons resultats pour les materiaux ayant 
une egale resistance en traction et en compression. 

5.4.4 Critere de I'energie potentielle specifique de la modification de la forme 

Ce critere est base sur la capacite de I'energie potentielle specifique de la 
deformation elastique emmagasinee dans l'element. 

On demontre que la condition de resistance en traction ou compression 
simple s'ecrit, dans le cas general: 




cj 2 ) 2 +(a 2 -a 3 ) 2 +(a 3 -cr l ) 2 



(5-11) 



5.4.5 Critere de Mohr-Coulomb 

Ce critere part de l'hypothese que la resistance des materiaux depend 
principalement de la valeur et du signe de la contrainte principale majeure C, et 
de ceux de la contrainte principale mincurcCT ,. La condition de resistance 
s'exprime alors: 

^ -^±1(73 < [IT] (5-12) 

[(T-] 

Ce critere de Mohr permet de determiner la resistance a la destruction des 
materiaux dont la resistance a la traction et celle a la compression sont 
differentes. 

Pour conclure ce chapitre, on doit noter que les criteres de resistance sont 
nombreux et ceux presentes ne sont que les criteres classiques les plus utilises en 
resistance des materiaux. 




Chapitre 6 

TRA CTION ET COMPRESSION 



6.1 INTRODUCTION 

Ce chapitre etudie le comportement des elements de structure sollicites 
axialement. Tous les elements ayant des lignes moyennes droites et soumis a des 
efforts axiaux (de traction ou de compression) font l'objet de cette etude. 

Ce type d'elements (generalement des barres) peuvent etre rencontres dans 
differentes structures tel que les systemes reticules (ferme, poutre a treillis,...etc), 
les diagonales de contreventement, les boulons, et les poteaux des 
batiments...etc. Les aires des sections de ces elements peuvent avoir plusieurs 
formes: section pleine, creuse, ou a paroi epaisse. 




Fig. 6.1 

Le calcul des contraintes maximales developpees et les deformations 
longitudinales constituent une etape essentielle dans l'analyse et la conception 
des structures formees d'elements sollicites par des efforts axiaux. 

6.2 DEFORMATION DES BARRES EN TRACTION ET COMPRESSION 

Soit une barre prismatique de longueur L soumise a un effort de traction P 
(Fig. 6.2). 

N 

La contrainte normale a - — (6-1) 

S 

Avec 

N = P effort de traction 
S: aire de la section. 



La deformation relative: s — 



AL 

L 



( 6 - 2 ) 



La loi de Hooke : o - Es 



(6-3) 
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En substituant (6-1) et (6-2) dans (6-3) 
On obtient: 



E 



AL 

L 



N XT ES A( 

= — => N = — AL 

S L 



(6-4) 



Par analogie avec un ressort de 
raideur K sollicite par un effort N qui 
se deforme de AL, tel que: 

N = K AL (6-5) 

La rigidite longitudinale d'une 
barre est obtenue par identification de 
l'eq.(6-4) et (6-5): 





P " — vWvV\AWAWAVv^^ P 



Fig. 6.2 



La rigidite longitudinale ou l'aptitude d'un element a se deformer 
longitudinalement depend done des caracteristiques mecaniques et geometriques 
de l'element. 



Pour une barre composee de plusieurs trongons, la deformation totale est 
donnee par: 



AL = £ 



NjLj 

EjSi 



(6-7) 



Et pour le cas le plus general ou l'aire 
de la section droite et l'effort normal N 
varient le long de la ligne moyenne de 
l'element, l'equation (6-7) devient alors: 



A1 


A2 


A3 


Ai 


LI 


L2 " 


L3 


Li 




Fig. 6.3 





AL = 



• L N(x) 
'o ES(x) 



dx 



( 6 - 8 ) 



6.3 SOLLICIT ATION S DUES A LA VARIATION DE TEMPERATURE 

Comrne les structures sont generalement sujettes a des variations de 
temperature climatique ou industrielle, l'effet de ces demieres se manifeste sous 
forme de deformations (dilatation et retrecissement) des elements. Ces 
deformations induisent des contraintes supplementaires. Dans cette section on 
etudiera l'effet de la variation de temperature sur les elements structuraux. Toute 
variation de temperature entraine un changement de dimensions. La deformation 
est uniforme selon les trois directions et elle est donnee par: 

s = a AT (6-9) 



s x Sy e z 



( 6 - 10 ) 
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a: Coefficient de dilatation thermique [1/c ] 
AT : variation de la temperature 

On donne quelques valeurs du coefficient a 
pour certains materiaux: 




Fig. 6.4 



Cuivre: 19. lxlO- 6 /°C 



Acier : 12x10 6 /°C 
Beton : llxl0- 6 / o C 



La contrainte qui se developpe dans une 
barre bi-encastree, par exemple, soumise a un 
changement une variation AT est equivalente a 
la contrainte necessaire de provoquer une 
deformation egale a celle provoquee par la 
variation de temperature mais de signe 
contraire (Fig. 6.3). 

La deformation due a la variation de la 
temperature: 

s = a AT 

La deformation due a la reaction de 
l'encastrement : 




Fig. 6.5 



8 = a / E 



D’ou 



cr = E«AT 



6.4 SYSTEMES DE BARRES ISOSTATIQUES 

Un systeme est isostatique quand on peut determiner les efforts internes par 
les seules equations d'equilibre. 

Exemple 

Determiner les efforts, les contraintes et les deformations dans les differents 
trongons de la colonne representee sur la Fig. 6.6, sachant que dj.j = 50 mm, 

^2-2 = 166 mm, 63.3 = 200 mm et E = 2.1 x 10^ N/mm 2 
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Section 1-1: 



N + 400 = 0 => N = -400 kN 



N -400x10 

<7 = — = — = -203. 7N / mm“ 



S n x (25)' 



AL ab - 



oL -203.7x3000 



= -2.91mm 



E 2.1 x 10 3 

Section 2-2: 

N + 400 + 2 x 500 = 0 => N = -1400kN 



N -1400x10 1>TO , XT/ 2 
cr - — = — = -178.3N/mm 



;rx(50) 



400 kN 



500 



800 



500 



3.0 m 



3.0 m 



800 



3.0 m 



. T oL -178.3x3000 

AL Rr = — = — = -2.55mm 

E 2.1 xlO 5 



Fig. 6.6 



Section 3-3: 

N + 400 + 2 x 500 + 2 x 800 =0 
=> N = -3000kN 



N -3000xlQ 3 
S ” n x (lOO) 2 



-95.5N/ mm 2 



AL cd - 



oL 

E 



-95.5x3000 

2.1xl0 5 



-1.36mm 



AL t = -2.91 -2.55 - 1.36 = -6.82 mm 

6.5 SYSTEMES DE BARRES HYPERSTATIQUES 

On appelle structures hyperstatiques les structures pour lesquelles les efforts 
qui sollicitent leurs elements ne peuvent pas etre determines a l'aide des 
equations statiques. La resolution de ces systemes s'effectue en considerant les 
aspects decrits ci-dessous: 

1/ Aspect statique : ecrire les equations d'equilibre des barres sectionnees. 

2/ Aspect geometrique: etablir le rapport entre les deformations a partir de la 
compatibilite geometrique. 
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3 / Aspect physique du probleme: etablir les relations effort-deformation en 

AT NL 

utilisant la loi de Hooke : AL = pour transformer les expressions de 
deformation en equations ayant des efforts normaux comme inconnus. 

4 / Resolution du systeme d'equations. 

6.5.1 APPLICATION 

Soit le systeme de barres defini sur la figure 6.7 ci-apres. 

Etant donnees: Lj, Sj, L2, S2, L3, S3 , P et a 
avec L2 = L3 

determiner les efforts dans les barres. 



Solution: 

1- Aspect statique 

N2 sin a - N3 sin a = 0 

=»n 2 = n 3 (1) 

2 >=° 

Ni + N2 cosa + N3 cosa - P = 0 
=> Nj + 2N2 cosa = P ( 2 ) 

2- Aspect geometrique 

AI2 = AI3 = Alj cosa 




Fig. 6.7 



3- Aspect physique: 

AL r N ' L ' 



et 



AL 2 = 



N,L 



2^2 



ES ES 

En substituant dans ( 3 ), on obtient 



n 2 l 2 

ES 



— ! -cos« => N 2 L 2 = NjLj cos« 
ES 



4- Synthese et resolution des equations 

On elimine N3 de ( 2 ) => N ^ + 2N2 cosa = P 
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de (5) on tire Nj = N 2 — — — 

Lj cos a 

et en combinant (6) et (7) on aura alors 

=>N 1= / 3 et N 2 =N 3 = 

l + 2cos a 



Pcos 2 a 
l + 2cos 3 a 




7 / 77777777 / 7 ? 
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EXERCICES / chapitre 6 



5.1 Determiner la contrainte normale 
dans les deux sections de la barre ci- 
dessous, et l'allongement total AL 
sachant que E = 2.0 x 10^ N/mm 2 . 

-3.62 x 10~ ^ mm 



SI = 200 mm 2 



S2 = 100 mm 2 



20 kN 



10 kN 



150 mm 



150 mm 



5.3 Les forces de compression et de 
traction maximales qu'une barre 
puisse supporter sont 15.4 kN et 
6.6 kN respectivement. Si la 
longueur de cette barre est de 3.2 m 
et l'aire d'une section transversale est 
de 418 mm 2 , determiner la 
difference entre la longueur 
maximale et minimale de cette barre 

sachant que E = 2.07 x 10^ N/mm 2 . 

■Z 0.81 mm 



Fig. E5.1 



5.2 Deux barres prismatiques sont 
co-axialement soudees et supportent 
une charge verticale de 45 kN. L'aire 
de la section de la barre en acier AB 
est de 6500 mm 2 et de densite 7.83 

gr/cnU; les valeurs correspondantes 
de la barre en cuivre BC sont 

5100 mm 2 et 8.30 gr/cm^. 

Determiner les contraintes 
maximales et minimales dans 
chaque barre. 

'Z barreAB: 9.31, 8.82 N/mm 2 , 
barreBC : 8.07N/mm 2 , 7.31 N/mm 2 



5.4 Une barre d'aluminium de 
250 mm de long, a une section 
transversale carree de 50 mm de 
cote. La barre est soumise a une 
tension qui provoque un 
allongement de 0.29 mm. 

Determiner le changement de 
temperature necessaire pour que le 
volume de la barre reste inchange. 
Le coefficient de Poisson de 
l'aluminium v = 0.33 et le coefficient 
de dilatation thermique 

= 2.8xl0' 5 /°C 
S -4.7 °C 




5.5 Une barre d'acier de 50 mm 
de diametre et de 200 mm de 
longueur, est libre a se deplacer a 
l'interieur d'un tube cylindrique en 
cuivre d'epaisseur 3 mm. 

Determiner les contraintes qui se 
developpent dans l'acier et le cuivre 
sous l'effet d'une compression de 
100 kN. Les modules d'elasticite de 
l'acier et du cuivre sont 

2.07x1 O^N/mm 2 et 0.90x10^ N/mm 2 
respectivement. 



•Z 45.7 N/mm 2 , 20.56 N/mm 2 
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5.6 Une barre rigide ABC est 
suspendue par 3 cables en acier 
ayant des longueurs initiales egales. 
Calculer les tensions des cables sous 
l'effet du poids propre de la barre de 
1.65 kN. Les aires des sections des 
cables A, B et C sont respectivement 
6 mm 2 , 12 mm 2 ,et 18 mm 2 . Le 
module d'elasticite de l'acier est 
2.07x I (P N/mm 2 . 

Quelle est l'intensite de la force 
verticale qu'il faut appliquer a une 
distance de 4.6 m de A pour que la 
barre ABC reste horizontale. 

S 495 N, 660 N, 495 N, 2750 

N. 








3 m 


3 m 




6 mm 2 


12 mm 2 


18 mm 2 






A 


R 


c 







40 cm t 



70 cm 

y 

A 



2 S 
1.5 S 



100 cm 



T 400 kN 



S= 20 cm 2 




(a) 




(b) 



Fig. E5.6 



Fig. E5.7 



5.7 Determiner les contraintes 
normales provoquees dans les barres 
elastiques des systemes representes 
dans Fig. E5.7 par faction des forces 
appliquees. 

Le module d'elasticite est le 
meme pour toutes les barres de la 
colonne (a). 

S (a) -80, 80, 60; (b) 6.1, 8.7 
N/mm 2 



5.8 Determiner les efforts dans les 
barres extensibles des systemes de la 
Fig. E5.8. 

(Les barres hachurees sont 
infiniment rigides) 

S (a) 2 5 kN, (b) 25, 56.5 kN 

(c)N c = 2PaL/(2a 2 +b 2 ), 

N d = PbL/(2a 2 +b 2 ) 

(d)N c = 5.36 kN, N d = 5.15 kN 





Chapitre 7 
FLEXION 



7.1 GENERALITES 



L'action des forces laterales sur une poutre se traduit en une deformation de 
l'axe longitudinal initialement droit en une courbe curviligne (Fig. 7.1). L'etat 
d'une section de poutre ou de toutes les composantes des efforts internes, seule 
un moment flechissant My ou M z n'est pas nul, est dit etat de flexion plane pure. 

La deformation resultante de ce genre de sollicitation est connue sous le nom de 
la fleche. Lorsque l'effort tranchant n'est pas nul, en ce cas la sollicitation est dite 
flexion simple. 



P P 




Flexion simple (M et T) 



Flexion pure (M ) 



Fig. 7.1 



Dans le chapitre des efforts internes nous avons vu comment determiner le 
diagramme des moments flechissants le long de l'axe longitudinal d'une poutre 
d'une structure isostatique. Dans ce chapitre nous proposons d'etudier le passage 
de l'effort interne aux contraintes agissant sur les sections de la poutre et 
particulierement la distribution des contraintes normales et tangentielles resultant 
d'une flexion et d'un effort tranchant. 
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7.2 CONTRAINTES NORMALES EN FLEXION PLANE 

Des contraintes normales se developpent dans les sections transversales d'une 
poutre soumise a un moment flechissant. La Fig. 7.2 montre les fibres tendues et 
comprimees extemes d'un trongon de poutre flechi. Dans la zone comprimee les 
fibres se raccourcissent tandis que dans la zone de traction elles s'allongent. Ces 
deux zones sont separees par un plan neutre ayant un rayon de courbure R et 
dont la longueur ne varie pas lors de la flexion. L'allongement relatif d'une fibre 
se trouvant a une distance y de l'axe neutre peut etre ecrit: 





La condition d'equilibre qui lie les contraintes et les efforts internes dans la 
section transversale d'une poutre est : 



=M (7-6) 

V ’ M 

En Introduisant la valeur de a de 
l'equation (7-5) dans l'expression (7-6) 
on obtient : 



M Jj 


(7-7) 


Fig. 7.3 




M =tfl/ ds 






(7-8) 


El z 
R 






(7-9) 



En introduisant l'equation (7-5) dans (7-9), la contrainte normale en tout point 
de la section de la poutre distante de y de l'axe x a pour valeur: 

My 
<y - — — 

Iz 





(7-10) 
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L'equation (7-10) est appelee formule de Navier dont on note que: 

S Les contraintes sont proportionnelles au moment flechissant et 
inversement proportionnelles au moment d'inertie I. 

S Les contraintes varient lineairement avec la distance y de l'axe neutre. 

S La fibre la plus sollicitee (la contrainte de traction ou de compression 
maximale) est situee au point le plus eloigne de l'axe neutre. 



L'application de cette formule est generate, mais on ne considerera que les cas 
particuliers suivants: 



1-Cas d'une section ayant un axe de symetrie horizontal : 
partie comprimee 

Qnax- 



A.N 






y- 



y+ 






Partie tendue 



amax+ 



Fig. 7.4 



y max y max 



(7-11) 



My„ 



(7-12) 



cr max : La contrainte normale maximale. 



W y =-^- 
y Y„., 



h/2 



: Module resistant de la section. 



2-Cas d'une section n' ayant pas un axe de symetrie horizontal : 

Dans ce cas les contraintes de traction et de compression maximales sont 
differentes. 



CT 

max- 



CT max+ 




Fig. 7.5 
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MY max 


^ max 




lx 



a 



+ 

max 



M y max 

lx 



(11-13) 

(11-14) 



: Contrainte de compression max. 



Contrainte de traction max. 



y max et Ymax : Distances des fibres comprimees et tendues les plus 
eloignees. 

M : Moment flechissant. 



Y + Y 

D'ou on distingue 2 modules resistants de la section : — 

lx ^x 

7.3 CALCUL DE RESISTANCE EN FLEXION 

La verification d'une poutre en flexion se fait a partir de la condition de 
resistance par rapport aux contraintes normales maximales dans la section. 



a) Pour une section symetrique: 

< min([<j_],[<j + ]) 



1 1- 


My max 


P max | — 


Iz 



(11-15) 



b) Pour une section non symetrique 



Si [a'_] = [a + ] = [a] => max ( 



)<M 



Si [a.]^[a+] 



<[cx_] 



w max I 

< - 5 "max| — [ < ^"+]- 



7.4 APPLICATIONS 



(11-16) 

(11-17) 



Exemple 1 

Verifier la resistance de la poutre ci-dessous si la contrainte admissible 
[a]=160 N/mnf . 

Solution: 

Les demarches: 

-Construire le diagramme des moments 
-Determiner la section dangereuse 
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-Calculer la contrainte maximale 
-Comparer cette contrainte avec [a]. 
Le moment maximal est a mi-travee: 



40kN/m 



12 cm 



2 m 



6 cm 



M„ 



ql“ 40x4 



- 20kN.nr 



T 60 x 120 1a4 7 

I, = = 860x10 mm 



12 

M max y n 

I. 



2 x IQ 6 x 60 
864x 10 4 



Mmax 

Fig . 7.7 

= 1 3 8. 8N / mm 2 < 1 60N / mm 2 



Exemple 2 

Iz = 2 x 106 mm ^ [ct_ | = 80 N/nini 2 
h = 160 mm [g + ] = 120 N/mm 2 
Yq = 60 mm 

Solution 

-Diagramme des moments : 



M max =10kN.m 



M max = 20 kN .m 



' iui umiu 



-Contraintes : 

Pour M max = 1 0kN.m 

10x10^x60 = 3 o <120 

2x 10 6 

et pour M max = 20kN.nr 

+ 20x 10 5 X 100 i aA\i , 2 na 

cr max = t = 100N / mm 2 < 120 

max 2 x 10 6 



20x10 3 x60 

2xl0 6 



= 60N / mm 2 <[cr_ ] 



lOx 10 3 x 100 
2xl0 6 



: 50<[cr_] 





20kN 


lOkN/m 


i J 711 1 


/mow 


2 m 


2 m 


1 ^ 
2 m 




s 


||| M=-20kN.m 




xrffUll! 


1 In- 



M=10 kN.m 

Fig. 7.8 
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100 



60 



s max+ 



M = -20kN.m 



J max- 



100 



60 



J max- 



M = +10kN.m 



s max+ 

Fig. 7.9 



7.5 CONTRAINTES TANGENTIELLES EN FLEXION 

Quand une poutre est soumise a Taction simultanee d'un moment flechissant 
et d'un effort tranchant, en plus des contraintes normales, des contraintes 
tangentielles apparaissent aussi au niveau des sections droites. Aux contraintes 
tangentielles d'un element unitaire Fig.7.10 sont associees des contraintes 
tangentielles egales sur les facettes horizontales (reciprocite des contraintes 
tangentielles). L'existence de ces contraintes suivant les couches horizontales de 
la poutre peut etre demontre par superposition de deux poutres de hauteur h 
simplement appuyees aux extremites et soumises a une force concentree a mi- 
travee Fig. 7.1 1. On constate qu'il y a un glissement des fibres inferieures ce qui 
signifie qu'il y a des contraintes tangentielles horizontales empechant ce 
glissement dans le cas d'une poutre equivalente de hauteur 2h. 




Fig. 7.10 



Fig. 7.11 
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Considerons un trongon de poutre de longueur dx soumis a un effort 
tranchant constant T et un moment flechissant variant de M a M+dM.( Fig. 7. 12) 



ds 




Fig. 7.12 



La partie superieure de l'element dx a une distance yj de l'axe neutre est en 

equilibre sous faction des contraintes a a gauche de l'element dx, ct l da a droite 
de l'element et de la contrainte tangentielle horizontale x. 

Ecrivons l'equation d'equilibre: 



JJ <rds-j"j" (ct + drr)ds+J* rbdx =0 


(11-18) 


En supposant que les contraintes tangentielles sont constantes dans la section 
bdx: 


rbdx=J*| dcrds^J* ^-yds 


(11-19) 


dM ff , 

=~r y ds 

I j Jsi 


(11-20) 


dM * 

"T" 1 


(11-21) 


dM S, TS, 
=> r = L = — L 

dx lb lb 


(11-22) 



En un point arbitraire d'une section droite d'une poutre soumise a faction 
simultanee d'un effort tranchant et d'un moment flechissant, la valeur de la 
contrainte tangentielle est determinee par: 



T - 



TS, 

I z b 



(11-23) 



Avec: 



x : Contrainte tangentielle. 
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b : Largeur de la section dans la couche consideree. 

I z : Moment d'inertie. 

S z : Moment statique de l'aire situee soit au-dessous soit au-dessus de la 
couche consideree. 

T : L'effort tranchant. 

La contrainte tangentielle varie avec 1'ordonne y comme le rapport S z / b. x 
est nul aux points les plus eloignes du centre de gravite et passe par un maximum 
pour l'ordonnee correspondant au maximum de S z / b. 



7.5.1 P outre a section rectangulaire 

Dans le cas d'une section rectangulaire (Fig. 7.13), la largeur b est constante. 

A une distance y de l'axe z-z on determine le moment statique S et le moment 
quadratique I z . La formule (11-23) devient : 






I 



Z 



bh 3 

12 



On obtient: 



(11.24) 



T = 



6T h 2 
bh 3 ( 4 



y 2 ) 



(11-25) 



y = 0 
y = h/2 



T 

max 



T 



_ 3__t_ 
” 2bh 

min _ 0 




Fig. 7.13 



7.5.2 Poutre it section circulaire 

2 

S, = — (R 2 - y 2 ) 3/2 (Variation parabolique). 



L = 



/zR 4 



, b = y[R 



2 2 

y 



4T 

D'ou r = r( R2 -y 2 ) (11.28) 

3^R 4 



4T 

3^R 2 



poury=0 (11.29) 



Lnin = 0 pour y = R 
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7.5.3 P outre a section triangulaire 






Bh 3 

36 

7 ma x = pour y = h/6 (11-30) 



b 




Fig. 7.15 



T min = 0 y = 2h/3 ou y= -h/3 



7.6 CALCUL DE RESISTANCE EN FLEXION SIMPLE 

Dans le cas general d'une poutre en flexion simple, les valeurs maximales des 
contraintes normales et celle des contraintes tangentielles se trouvent en des 
points differents. Dans les points ou a est maximale x =0, par contre la ou x est 
maximale a = 0. 

D'habitude on verifie les contraintes normales et tangentielles separement. 
Comme le cas d'une flexion pure, la condition de resistance s'ecrit: 

On devra aussi verifier: 



T S 

_ max ^ max ^ 

L max , , — L 1 J 

bl 



(11-32) 



Cependant dans le cas ou dans des sections de poutre il existe des points 
supportant l'action simultanee d'importantes contraintes normales et 
tangentielles, il convient de verifier la resistance de la poutre par rapport aux 
contraintes principals, en utilisant les diverses theories de resistance. 



7.7 APPLICATION 

Construire le diagramme des contraintes tangentielles de la section 
rectangulaire creuse de la Fig. 7.16. 



Solution 

Pour tracer le diagramme des contraintes on calcule les contraintes 
tangentielles aux limites des zones de variation brutale et on joint les points de 
discontinuity par des segments de droites et par des paraboles quadratiques entre 
les points ou la variation est exprimee par la formule: 

* 

TS 

x = . 

I z b 
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T = 80 kN 

* 

TS 



I z b 

1 = — (6xl2 3 -4x8 3 ) = 693.3 cm 4 
12 

Point 1: 

S j = 0 => xj = 0 






xl 




Point 2: largeur b = 6 cm 



6cm 



Fig. 7.16 



12-8 12 12 — 8 ^ 3 

So = 6 ( ) = 60cm 

2 2 4 



r 2 =■ 



80x10 3 x60x10 3 



= 11.54N/mm 2 



693.3x10 x 60 

Point 3 : meme point avec b = 6 - 4 = 2 cm (discontinuite de la section) 
r 3 = r 2 — - — = 34.6N / mm 2 



S% = S*z 



3 ^ " 6-4 

Point 4: milieu de la section 



S 4 =S 2 +(6-4)-x — = 76cm 



_ 80x10 3 x76x1Q 3 
4 2x693. 3xl0 4 



= 43. 9N / mm* 
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EXERCICES / chapitre 7 



7.1 Une poutre d'egale resistance 
en flexion, est une poutre soumise a 
des contraintes admissibles egales en 
toute section, sous un chargement 
donne. 

On demande la loi de variation 
de la hauteur d'une poutre console 
d'egale resistance en flexion, dont 
les sections sont rectangulaires et de 
largeur constante, soumise a une 
force concentree a son extremite. 

-Meme question pour une poutre 
sur deux appuis simples soumise a 
une charge uniformement repartie. 

X h 2 =6Px /b[ a ] , h 2 =3Px(L-x) /b[a] 

7.2 Determiner le moment 
flechissant de resistance maximal 
d'une poutre en T soumise a une 
flexion simple, sachant que la 
largeur de la semelle est de 150 mm, 
la hauteur totale de la section est de 
150 mm et l'epaisseur de l'ame et de 
la semelle est de 12 mm. La 
contrainte admissible de tension ou 
de compression est de 155 N/mrn 2 . 

Quelle est la valeur maximale 
d'une force concentree a mi-travee 
d'une poutre de 4 m de long et 
simplement appuyee aux extremites. 

X 10.75 kN.m, 10.75 kN 

7.3 Un aqueduc en tole d'acier 
d'epaisseur 12 mm a une forme en U 
de 300 mm de hauteur et 600 mm de 
largeur exterieure. La ligne est 
constitute de plusieurs travees de 
9.0 m simplement appuyees. Verifier 
la resistance de l'aqueduc pour une 
hauteur d'eau de 250 mm, sachant 
que la densite de l'acier est de 

7.68 g/cni^ et [a] = 155 N/nini 2 . 

' /(7 max = 43 - 62 N/mm2 



7.4 Un barrage temporaire est 
construit par des planches (A) 
renforcees par des montants 
encastres a la base et distants de 
0.8 m l'un par rapport a l'autre. 

Determiner la dimension 
minimale des sections carrees des 
montants (B) pour une hauteur 
maximale d'eau de 2 m sachant que 
la contrainte admissible du bois des 
montants est de 80 N/mrn 2 . 

V 199 




coupe C-C 



Eig. E7.4 

7.5 Une section rectangulaire de 
100 mm de hauteur et 12 mm de 
largeur est soumise a un effort 
tranchant de 20 kN suivant la 
hauteur de la section. 

a) Calculer la contrainte 
tangentielle maximale, b) La 
contrainte tangentielle sur une bande 
situee a 25 mm de la base de la 
section. 

X 25 N/mm 2 18.75 N/mm 2 
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7.6 Une poutre en bois de 
section rectangulaire est simplement 
appuyee aux extremites. Sachant que 
[a] = 12 N/rnrn 2 et 

[x] = 1 N/mm 2 , determiner le 
rapport de la portee de la poutre sur 
la hauteur de la section qui permet a 
une force appliquee a mi-travee de 
provoquer a la fois des contraintes 
tangentielles et nomiales 
admissibles. 

y 6 



~ 


A 










""x*" 


A 

} 



Coupe A-A 



1 100 mrr 
! 100 mn 



20 kN 

Fig. E7.8 



7.7 Une poutre en U de 120 
mm de profondeur, 60 mm de 
largeur, 12 mm d'epaisseur des 
semelles et 8 mm de fame est 
soumise a un effort tranchant de 
50 kN. Tracer le diagramme de la 
distribution des contraintes 
tangentielles dans la section. 

y distribution lineaire de 0 a 
44. 6 N/mm 2 le long de la semelle 

distribution parabolique 59.9 a 
81.4 N/mm 2 (maximum) le long 
de I'ame 



7.8 On veut realiser une poutre 
console a l'aide de deux pieces en 
bois identiques (Fig. E7.8). 

On demande de calculer 
l'espacement des boulons 
d'assemblage necessaire pour obtenir 
la meme resistance a la flexion que 
pour une poutre d'un seul tenant (a la 
presence des trous de boulons pres). 

On utilisera des boulons de 
diametre de 16 mm (une seule file 
sur la largeur), ayant pour taux de 
cisaillement admissible 



[x] = 156 N/mm 2 . 
y 209 mm 




Chapitre 8 
CISAILLEMENT 



8.1 GENERALITES 

Dans le chapitre precedent nous avons etudie les contraintes tangentielles 
engendrees par un effort tranchant en presence d'un moment flechissant. Nous 
allons maintenant considerer les contraintes tangentielles dues a l'effort tranchant 
seul. 

Ces contraintes tendent a cisailler la section et provoquent ainsi des 
deformations angulaires. Si en pratique il est difficile de separer les sollicitations 
les une des autres, il est encore plus difficile de realiser des deformations de 
cisaillement dans sa forme pure, elles sont generalement accompagnees de 
deformations de flexion. Cependant les exemples consideres comme etant en 
cisaillement pur sont nombreux: les composants des assemblages metalliques 
constituent la majorite. La Fig. 8.1 represente un joint boulonne. 
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c l Id 
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a 
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T 
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Eig. 8.1 



8.2 CALCUL DES CONTRAINTES DE CISAILLEMENT 

Considerons le cas d'un trongon de poutre a deux forces comme le montre la 
Fig. 8.2. 

Nous avons l'effort tranchant: 



T = F 



( 8 - 1 ) 
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8-4 CALCUL DE RESISTANCE EN CISAILLEMENT PUR 

Le calcul de cisaillement pur consiste a determiner la contrainte tangentielle 
X max dans l'element le plus sollicite et comparer cette valeur avec la contrainte 
admissible. La condition de resistance au cisaillement s'ecrit sous la forme: 

T<[x] (8-7) 

La contrainte de cisaillement admissible est determinee en fonction de la 
contrainte normale admissible qui est une caracteristique du materiau. Pour cela 
on etablit les criteres de resistance aux contraintes principals qui apparaissent en 
cisaillement pur definies par l'equation (8-6). 

D'apres la premiere theorie de resistance : 
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RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE 



C7i - r < [t] 



=> M = [<T] 

D'apres la deuxieme theorie 
CTj - v<t 2 < [cr] 

r + vr < [<x] 



(8-9) 



r < -4—4- 
1 + v 

=>[r] = -^- (8-10) 

1 + v 

Pour les metaux: v = 0.25 a 0.42 => [x] = (0.7,0. 8) [a] 

D'apres la troisieme theorie 
o 1 -a 2 < [a] 



t + t < [r] 

D'apres la quatrieme theorie 

V°f +cr 2 ~ G \ G 2 

[O'] 



( 8 - 11 ) 



r < 



V3 



.[t] = ^*0.6[(t] 

V3 



( 8 - 12 ) 



Notons que lors du calcul des elements en materiaux ductiles (boulons, 
rivets, ...etc.) Cette demiere formule est la plus utilisee. 



8-5 APPLICATION 

Deux bandes d'acier sont assemblies par 2 rivets comme le montre 
la Figure 8.4. verifier la resistance de l'assemblage. 



[a] = 100N/mm2 (plaque) 

[a] = 80N/mm 2 (rivets) 
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Solution: 

1) Les rivets: 

Effort tranchant au niveau de chaque 
section de rivet: 

P/2 _ P 
2 4 

Contrainte tangentielle: 




Fig. 8.4 



rp A rp r\ r -1 rv 4 

v = — - — tt - — r- = — — — = 39.8N / mm 2 < 0.6 x 80 = 48 N/rnm 2 
S mi 2 /zd 2 ;r(20) 2 

2/ La plaque: 

La section nette: 



60 x10-2x10x20 = 200 mm 2 



cr = — = — = 125N / mm 2 > 100N / rnni 2 

Snette 200 

Quelle est done b n -q n pour que la plaque resiste? 

^nette — 1 Ob -400 



P/2 

10b -400 



<[cr] 



=> (10b - 400) = 2.5 x 10 4 



=>b 



min 



2.5 x 10 4 + 4x 10 4 

= 65mm 

10x100 




